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RESUMO
Os métodos numéricos desempenham um papel cada vez mais 
importante no processo de projeto de uma aeronave. No entanto, o 
desenvolvimento dos métodos computacionais nesta área ainda não é 
suficiente e muito experimento necessita ainda ser feito para 
garantir a execução de um projeto aerodinâmico. O desenvolvimento 
experimentado pelos computadores e pelos métodos numéricos, 
entretanto, conduzem a substituição de parte do trabalho repetitivo 
experimental por simulações numéricas.
Especialmente para escoamentos transônicos são observadas 
rápidas variações nos coeficientes aerodinâmicos. Isto ocorre devido 
às instabilidades presentes no escoamento que são causadas não 
somente pelas interações viscosas na camada limite, mas também 
devido à interações entre choque e camada limite.
O projeto de um avião ou de um veículo lançador envolve o 
cálculo do escoamento em torno do mesmo, passando por vários regimes 
de escoamento. Por outro lado a análise aeroelástica desempenha um 
. papel importante para o desenvolvimento de aviões modernos, uma vez 
que eles tendem a ser mais flexíveis. Vários fenômenos importantes 
aparecem devido a interações entre o escoamento e as partes 
flexíveis de um avião, os quais podem limitar o seu uso. Fenômenos 
aeroelásticos indesejáveis ocorrem especialmente para escoamentos 
transônicos, onde o choque varia de posição. Então, para resolver 
fenômenos aeroelásticos é necessário resolver as equações do 
problema aerodinâmico e estrutural simultaneamente.
O estudo completo do escoamento em torno de uma aeronave 
não é fácil, mas é necessário para minimizar tempo e custo de um
XX i
projeto aerodinâmico. Uma das estratégias utilizadas são os métodos 
numéricos onde as equações governantes do problema são transformadas 
em equações algébricas. Os métodos normalmente usados para aproximar 
estas equações são os de volumes finitos, elementos finitos, 
diferenças finitas e elementos de contorno.
É óbvia a necessidade de métodos eficientes para resolver 
escoamentos, especialmente para projetos aeronáuticos. Muitos 
códigos ainda em uso apresentam baixa taxa de convergência para 
obter soluções em regime permanente, o que conduz a elevados custos 
de projeto. Conseqüentemente, existem muitos trabalhos de pesquisa 
que visam aumentar a taxa de convergência dos métodos numéricos. 
Entre estas técnicas, passos de tempo local, média dos resíduos e 
a sua combinação com técnicas "multigrid" são comuns na prática, 
especialmente para obter soluções em regime permanente.
Este trabalho apresenta uma metodologia computacional para 
resolver problemas aerodinâmicos e a sua extensão para resolver 
problemas aeroelásticos. Esta metodologia emprega volumes finitos 
e elementos finitos. Volumes finitos são usados para resolver o 
problema aerodinâmico. Elementos finitos são usados para resolver 
o problema estrutural. Resultados numéricos são obtidos para números 
de Mach variando entre 0,005 até 1,5 para um cilindro, uma placa, 
o aerofólio NACA 0012, um painel e um cilindro hemisférico.
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DEVELOPMENT AND EXTEN8ION OF AN AERODYNAMIC 
METHODOLOGY TO AEROELASTIC ANALYSIS
ABSTRACT
Today, numerical flow simulation plays more and more 
important role in the design process of an aircraft. However, the 
development of computational methods in this area is still not 
enough and a lot of works have to be done for real designs. The 
development experienced by the computers and numerical methods, 
however, lead to the substitution of part of the repetitive 
experimental work by computational tests.
Specially for transonic flows sharp changes in the 
aerodynamic coefficients are observed. This occurs because of the 
instabilities whose are caused not only by strong viscous 
interations in the boundary layer, but also by interactions between 
shock wave and boundary layer.
The design of an aircraft or a launch vehicle involves the 
calculation of the flow behaviour during a full flight, passing 
through various flow regimes. Aeroelasticity plays an important role 
in the development of a modern aircraft, since they tend to be more 
flexible. Some important phenomena appear in the interaction between 
the flow and the flexible parts of an aircraft, that can limit its 
behaviour. Undesirable aeroelastic phenomena occur specially in 
transonic flows because the shock is mobile. Then, to compute 
aeroelastic phenomena it is necessary to solve the aerodynamic and 
elastic equations simultaneously.
The study of a complete flight is not easy, but it is
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necessary, in order to minimize the time and the cost of the 
aerodynamic design. In this way one strategy is to use numerical 
methods where the governing equations are transformed into algebraic 
ones. Common methods used to approximate differential equations are 
the finite volumes, finite elements, finite differences and boundary 
elements.
The need of efficient methods to solve flow problems is 
obvious, especially for the design of an aircraft. Many solvers, 
still in use today, exhibit slow convergence to obtain steady state 
solutions, which leads to high design costs. Consequently, there are 
many research works to accelerate the convergence of numerical 
codes. Among these approaches, the local time-stepping, residual 
averaging and its combination with multigrid tecniques are in use, 
especially to obtain steady state solutions.
This work presents a computational methodology to solve 
aerodynamic problems and its extension to solve aeroelastic 
problems. Finite volumes are used to model the aerodynamic part of 
the problem. Finite elements are used to model the structural part. 
Numerical results are presented for Mach-numbers ranging from 0,005 
to 1,5 over a cylinder, a plate, the NACA 0012 airfoil, a panel and 
a hemisphere cylinder.
1. INTRODUÇÃO
O desejo de voar é talvez uma das mais antigas aspirações 
do ser humano. Os primeiros experimentos foram difíceis, perigosos 
e desanimadores. Mesmo assim o desafio continuou. Surgiu também a 
necessidade de percorrer grandes distâncias em pouco tempo. 
Portanto, o perigo e a necessidade aumentaram a responsabilidade na 
construção das máquinas voadoras. Por outro lado, ambições 
históricas contribuíram e continuam contribuindo para este 
desenvolvimento, embora estas sejam, na maior parte das vezes, 
indesejáveis.
Muitos fenômenos que ocorrem para um avião em vôo são, até 
hoje, um desafio, exigindo por isso experiências para homologar o 
emprego de cada novo avião. Como a aviação é um meio de transporte 
muito importante na atualidade, é clara a necessidade de maior 
desenvolvimento dos métodos numéricos, visando a diminuição de 
experimentos em laboratório.
Com o aumento da importância e da necessidade dos aviões 
na vida do homem, tanto em períodos de conflito como em períodos de 
paz, surgiram ramos especializados da engenharia aplicados ao estudo 
da aeronáutica. Dentre os ramos da engenharia aeronáutica encontram- 
se a aerodinâmica, a aerotermodinâmica e a aeroelasticidade. A 
aerodinâmica [1] corresponde a parte da física que estuda o 
movimento ou o escoamento dos gases, e a aeroelasticidade [2] [3] 
corresponde a parte da mecânica que estuda as deformações da 
estrutura dos corpos elásticos, como resposta às forças 
aerodinâmicas aplicadas. Os fenômenos aeroelásticos ocorrem quando 
as deformações estruturais produzem forças aerodinâmicas adicionais,
2que produzem novas deformações. Tais interações podem tender ao 
equilíbrio ou à destruição da estrutura.
É conveniente classificar os regimes de escoamento
conforme:
Regime incompressível -< 0,3
Regime compressível subsônico 0,3 -< < 0,8 
Regime transônico 0,8 < ■< 1,2
Regime supersônico 1,2 -< -< 5,0
Regime hipersônico 5,0 -<
onde Mjq é o número de Mach da corrente livre, que fornece a razão 
entre a velocidade do escoamento e a velocidade do som no meio.
Os escoamentos incompressíveis podem ser caracterizados 
por não haver variação da massa específica. Estes escoamentos são 
de grande importância, por serem de grande freqüência na natureza. 
Do ponto de vista numérico o método dos volumes finitos tem sido 
intensivamente empregado na previsão destes escoamentos.
Os escoamentos supersônicos e hipersônicos são escoamentos 
compressíveis a alta velocidade onde ocorrem efeitos de fortes 
choques e expansões [4] [5] [6]. Estes escoamentos são de interesse 
para a entrada de veículos na atmosfera, e aviões de alta velocidade 
e foguetes. A presença de choques refletidos constitui-se num fator 
importante para este tipo de escoamento, dificultando a solução 
numérica com precisão.
Os escoamentos transônicos são escoamentos compressívies 
de grande interesse pois se aplicam a aerodinâmica de aviões 
comerciais. Para escoamentos transônicos ocorre um comportamento 
crítico, uma vez que é observada uma variação rápida nos 
coeficientes aerodinâmicos [7] [8]. O escoamento é complexo devido
3à presença de choques e pode ser caracterizado por fortes interações 
viscosas na camada limite e interações entre choque e camada limite. 
Complicações adicionais ocorrem para escoamentos práticos devido à 
presença de regiões de separação, particularmente para ângulos de 
ataque de moderados a grandes. Além disso, devido à presença de 
instabilidades no escoamento, ocorrem variações na posição do 
choque, tornando a sua captação fortemente dependente do tempo [8].
Os trabalhos publicados até meados da década de setenta 
mostram que os problemas aerodinâmicos eram tratados de forma 
simplificada. Muitos destes trabalhos empregavam e ainda empregam 
a teoria para escoamentos potenciais com a finalidade de simplificar 
a análise e reduzir os custos de projeto. No entanto, as 
perturbações são geralmente grandes o suficiente quando da análise 
de problemas transônicos, não permitindo, assim, o emprego de uma 
formulação potencial. Então, são usadas as equações de Euler. O 
emprego das equações de Euler exige malhas menos refinadas que as 
necessárias para as equações completas do problema aerodinâmico, ou 
equações de Navier-Stokes, fornecendo bons resultados para o 
coeficiente de pressão [9] [10].
Outros trabalhos [11] [12], com propósito de considerar 
os termos viscosos, separavam o problema em regiões, uma considerada 
viscosa e conhecida como camada limite, e outra não viscosa, usando 
métodos para fazer o acoplamento entre as regiões. Estas 
simplificações são necessárias pois as equações de Navier-Stokes, 
na sua forma completa, são altamente não lineares e exigem a 
utilização de malhas muito refinadas nas proximidades do corpo para 
captar os gradientes de interesse.
Os experimentos aerodinâmicos e aeroelásticos sempre
4foram, continuam sendo e serão importantes no projeto de aeronaves. 
O desenvolvimento dos modelos numéricos e dos computadores apontam, 
no entanto, na direção da substituição de parte do trabalho 
experimental pelos testes computacionais, ficando como atribuição 
importante do trabalho de laboratório o estudo de novos fenômenos 
e a experimentação de casos bem escolhidos que possam ser usados 
também para serem comparados com métodos numéricos.
O projeto aerodinâmico de aviões, por exemplo, envolve 
o comportamento em vôo desde a decolagem até o pouso, passando por 
diversos regimes de escoamento. A aeroelasticidade tem um papel 
importante no projeto e no desenvolvimento de aviões modernos, que 
tendem a ser mais leves e flexíveis [13]. Diversos fenômenos que 
podem limitar o desempenho de um avião ocorrem devido à interação 
do escoamento com as componentes flexíveis do avião. Fenômenos 
aeroelásticos indesejáveis também ocorrem devido ao movimento do 
choque no caso de problemas transônicos.
Os experimentos aeroelásticos são de uma ordem de grandeza 
mais caros quando comparados com os experimentos aerodinâmicos
[13]. Portanto, o custo total de desenvolvimento de um avião pode 
ser reduzido consideravelmente através de uma análise aeroelástica 
teórica confiável. Para resolver problemas aeroelásticos é 
necessário resolver as equações do problema aerodinâmico e 
estrutural simultaneamente [14].
Neste sentido é importante estudar os modos estruturais 
para ver quais são os mais importantes numa análise aeroelástica. 
Embora a resposta da estrutura de um corpo oscilante seja 
determinada pela combinação de um número infinito de modos [13], 
geralmente apenas parte deles são necessários quando se quer estudar
5o comportamento de uma estrutura como um todo. A participação de 
cada modo não depende somente da geometria e das propriedades 
físicas, mas, também, das condições de vôo.
Devido ao surgimento de computadores cada vez mais velozes 
nos últimos anos, passou-se a resolver as equações governantes do 
problema aerodinâmico de forma mais completa [15] [16]. O 
crescimento das facilidades computacionais tem proporcionado o 
estudo de problemas transientes com regiões de descontinuidade com 
mais facilidade, problemas para os quais a obtenção da malha torna- 
se mais crítica no processo de obtenção da solução.
O choque formado sobre uma asa submetida a um escoamento 
transônico, como mostrado na Fig. 1.1, depende do ângulo de ataque 
e do movimento da asa. Neste caso, a precisão temporal é de grande 
importância [17] [18] [19] [20].
Caso existam choques, além da dificuldade de sua captação, 
poderão surgir problemas de instabilidade numérica em regiões onde 
estes surgem. Estas instabilidades são dependentes da qualidade da 
malha, da função de interpolação [21] e do passo de tempo empregado 
para obter a solução. Malhas mais refinadas na região do choque 
facilitam a sua captação, mas isto eleva o custo computacional.
A análise numérica de um vôo completo não é uma tarefa 
fácil, porém necessário para minimizar o custo de projetos 
aerodinâmicos. Sendo assim, surgem estratégias para aproximar as 
equações governantes do problema. Nestas estratégias as equações 
diferenciais são transformadas em equações algébricas através de 
processos de integração aproximada para cada volume de controle, 
caracterizando os métodos de diferenças finitas [21], volumes 
finitos [22] [23] [24] [25], elementos finitos [26] [27] e elementos
6de contorno [28] .
Fig. 1.1 Presença de choques numa asa submetida a 
um escoamento transônico
Os termos não lineares das equações e o valor da 
propriedade nas faces do volume de controle, quando necessários, são 
aproximados de acordo com o método aplicado, obtendo-se os sistemas 
de equações a serem resolvidos. Os métodos normalmente empregados 
para solução de problemas aerodinâmicos são o de diferenças finitas 
e volumes finitos. Para o problema estrutural usa-se geralmente o 
método de elementos finitos.
No estudo de escoamentos a alta velocidade lineariza-se 
as equações diferenciais através de expansões em séries de Taylor, 
comum aos métodos de diferenças finitas [21] e alguns métodos de 
volumes finitos [24] [25]. Neste caso há a necessidade de introduzir 
dissipação artificial a qual consiste de termos de terceira ou 
quarta ordem, para garantir as características de estabilidade do
7método [24] [25]. A formulação empregada é a formulação 
compressível, onde a equação de conservação da massa é usada para 
o cálculo da massa específica e a energia total é preferida na 
equação da energia. A principal limitação deste procedimento é a 
solução de escoamentos a baixa velocidade.
No estudo de problemas a baixa velocidade, as equações 
governantes são normalmente integradas aproximadamente sobre os 
volumes de controle elementares e a avaliação do valor das variáveis 
dependentes e as suas derivadas nas faces do volume de controle são 
baseados nos aspectos físicos do problema em estudo [29]. Este 
procedimento caracteriza a formulação incompressível, cujas soluções 
são isentas de oscilações espúrias quando do emprego de funções de 
interpolação híbridas ou "upwind" de primeira ordem [22].
Embora este procedimento tenha surgido para a solução de 
escoamentos a baixa velocidade, dependendo da forma de linearização 
da equação de conservação da massa, ele pode ser empregado na 
solução de escoamentos a alta velocidade ou escoamentos contendo 
regiões mistas [30] [31] [32] [33], caracterizando a metodologia 
para escoamentos a qualquer velocidade. A principal limitação deste 
procedimento é a função de interpolação utilizada que, normalmente, 
não é de segunda ordem no espaço e dificulta a solução de 
escoamentos invíscidos a baixa velocidade [34] e escoamentos 
transônicos sobre corpos aerodinâmicos [35].
Na metodologia para escoamentos a qualquer velocidade a 
tarefa consiste em encontrar alguma forma para linearizar a equação 
de conservação da massa, levando-se em consideração variações tanto 
de massa específica como de velocidades [30] [31]. Como as 
componentes do vetor velocidade e a temperatura possuem a sua
8equação evolutiva, escolhe-se a equação de conservação da massa para 
determinar a pressão.
Outra maneira de resolver escoamentos a baixa velocidade 
partiu da observação das diferentes formas que a equação da energia 
assume para as formulações compressível e incompresslvel [36] [37]. 
Verifica-se que a forma da temperatura ê preferida na equação da 
energia para resolver escoamentos a baixa velocidade. Este 
procedimento pode ser aplicado com facilidade num código 
computacional preparado para resolver escoamentos compressíveis que 
contenham técnicas para acelerar a convergência e que forneçam 
soluções de segunda ordem no tempo e no espaço.
Como não é aconselhável resolver as equações governantes 
dos problemas aerodinâmicos na sua forma completa diretamente, 
devido ao tamanho do sistema linear que se origina, quando estas 
equações são aproximadas numericamente, este sistema de equações é 
normalmente resolvido de forma segregada.
Os métodos de solução normalmente empregados para a 
solução de problemas aerodinâmicos em volumes finitos são o TDMA 
("Tridiagonal Matrix Algorithm" [22]), MSI ("Modified Strongly 
Implicit Procedure" [38] [39]), Runge-Kutta [24] [40] ou LU-SSOR 
[41]. Dentre estes métodos, prefere-se normalmente o TDMA e o MSI 
para escoamentos a baixa velocidade. Os outros dois são normalmente 
usados para escoamentos a alta velocidade.
Os métodos de elementos finitos [26] [27] e elementos de 
contorno [28] são métodos comumente usados para a solução de 
problemas estruturais, mas inúmeras aplicações, principalmente do 
primeiro, podem ser vistas no estudo de problemas aerodinâmicos [42] 
[43] [44] [45]. A região a ser analisada poderá possuir formas,
9cargas e condições de contorno arbitrárias permitindo a 
discretização de domínios com facilidade. Afim de conservar estas 
características de versatilidade, a aplicação dos princípios de 
conservação tem sido feita desta forma no método de elementos 
finitos baseado no volume de controle [46] [47] [48].
Os métodos de solução para problemas dinâmicos estruturais 
são os de integração direta como o de Houbolt e de Newmark [26] [27] 
e o de superposição modal. Quando da solução de estruturas simples 
com um elemento de viga, por exemplo, o custo de uma integração 
direta ou de uma análise modal é semelhante.
É óbvia a necessidade de métodos numéricos eficientes para 
resolver os problemas aerodinâmicos. Muitos códigos computacionais 
ainda em uso apresentam baixa taxa de convergência aumentando o 
custo computacional. Conseqüentemente, existem atualmente muitos 
trabalhos que visam aumentar a eficiência dos códigos 
computacionais.
As técnicas para aceleração da convergência convencional 
são as do passo de tempo local, média dos resíduos e "multigrid". 
O passo de tempo local permite reduzir em aproximadamente uma ordem 
de grandeza o tempo computacional necessário para obter a solução 
em regime permanente [40]. Média dos resíduos é empregada para 
aumentar o número de Courant de um esquema explícito [40]. Este 
procedimento consiste na substituição dos resíduos por uma média dos 
resíduos vizinhos. A idéia da técnica "multigrid" é o emprego de uma 
seqüência de malhas não refinadas para amortecer as perturbações 
do erro da solução na malha refinada [49] [50] [51] [52] ajudando 
a diminuir o esforço computacional que, para problemas transônicos, 
pode chegar a 90%.
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Na solução de problemas aeroelásticos o problema 
aerodinâmico geralmente tem sido resolvido usando diferenças finitas
[14] [17] [18] [19] [53] ou elementos finitos, e a parte estrutural 
com elementos finitos. Na solução de problemas aeroelásticos com 
elementos finitos a formulação ALE ("Arbitrary Lagrangian- 
Eulerian"[54] [55] [56] [57]) tem sido empregada. Nesta formulação 
os pontos da malha podem mover-se com o fluido, permanecerem fixos, 
ou movem-se de forma especificada. Nesta formulação [57] a malha 
computacional é tratada como um sistema de referência que pode estar 
se movendo a uma velocidade arbitrária.
O presente trabalho tem por objetivo [35] a obtenção de 
um método para solução de problemas aerodinâmicos e a sua extensão 
para a solução de alguns problemas aeroelásticos. Para a parte 
aerodinâmica o procedimento emprega o método dos volumes finitos 
baseado no processo de integração temporal de Runge-Kutta e 
aproximação espacial de segunda ordem, com a introdução de 
dissipação artificial. Isto permite informar adequadamente a 
solução aerodinâmica, que é necessária para um procedimento de 
solução aeroelástico. Apresenta-se ainda uma formulação para 
escoamentos a qualquer velocidade baseada no método incompressível 
[22] [30] com a finalidade de comparação entre os métodos.
A solução da parte estrutural baseia-se no método dos 
elementos finitos utilizando um elemento de viga. Escolheu-se o 
elemento de viga baseado na teoria de Timoshenko por ser possível 
a sua aplicação tanto para vigas longas como para vigas 
relativamente curtas. Simplificações desta viga podem ser usadas 
para problemas de interesse. 0 referencial de descrição do problema 
f luido-sólido é o Lagrangiano, uma vez que a estrutura sofre
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deslocamentos infinitesimais.
Um outro objetivo deste trabalho é mostrar que existe mais 
de uma possibilidade de solução de escoamentos compressíveis e/ou 
incompressíveis para valores de Mach variando entre 0,005 e 1,5, 
usando métodos baseados em procedimentos de pré-condicionamento.
As técnicas empregadas para acelerar a convergência neste 
caso como passos de tempo local, média dos resíduos e "multigrid" 
(multigrade) são usadas para resolver escoamentos quase 
incompressíveis (Mach = 0,005). No entanto, nenhuma destas técnicas 
será empregada para problemas transientes neste trabalho.
A ferramenta resultante deste estudo visa contribuir para 
a solução dos complexos problemas aerodinâmicos e aeroelásticos 
encontrados na engenharia.
Descreve-se a seguir o escopo do trabalho. O Capítulo 2 
apresenta as equações governantes para problemas aerodinâmicos e 
estruturais. A aproximação destas equações é descrita no Cap. 3. No 
Cap. 4 demonstra-se os principais tipos de condições de contorno 
utilizadas, as condições iniciais e a geração da malha 
computacional. No Cap. 5 é descrita a metodologia geral de solução 
das equações governantes. No capítulo que se segue são introduzidas 
as principais técnicas para aceleração da convergência para obter 
soluções em regime permanente como passo de tempo local, média dos 
resíduos e "multigrid".
No Cap. 7 é mostrada uma seleção representativa de 
resultados aerodinâmicos, estruturais e aeroelásticos. Finalmente, 
são apresentadas as conclusões, as referências bibliográficas e um 




Enquanto que as equações governantes dos problemas 
aerodinâmicos são as equações de Euler ou de Navier-Stokes, as 
equações governantes para problemas estruturais são as equações do 
movimento ou do equilíbrio dinâmico. Estas equações são apresentadas 
a seguir.
2.1 Equações governantes para problemas aerodinâmicos
As equações governantes dos problemas aerodinâmicos são as 
equações de conservação da massa, da quantidade de movimento e da 
energia. Estas equações, para escoamentos não viscosos, são as 
equações de Euler, e podem ser escritas em coordenadas cartesianas 
como:
Conservação da massa
0£ + d(pu) + d(pv) d(pv) = 0 (2 1}
dt dx dy dz ( }
Conservação da quantidade de movimento (direção x)
d(pu) + d(puu) + d (puv) + d (puw) = _ dp , 2 2 a)
dt dx dy dz dx
Conservação da quantidade de movimento (direção y)
d(pv) + 6(pvu) + 3(pw) + ^(pv^) = _ dp <2 2 b)
dt dx dy dz dy
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Conservação da quantidade de movimento (direção z)
d(pw) . d(pwu) d{pwv) d{pww) _ dp .
dt dx dy dz dz
Conservação da energia
d{pE) ô(puH) d(pvH) d(pwH) = n ..
dt dx dy dz
A energia total E e a entalpia total H são dadas por
A relação de estado para um gás ideal é escrita na forma
onde R é a constante dos gases e y ® a relação entre os calores 
específicos. As Eqs. (2.1) - (2.3) também podem ser escritas na 
forma integral, conforme [58]
H  = E + 2- 
P
[58]










P Q  
pug + pi 
pvg + pj 
pwg + píc 
pHg
O vetor normal n e o vetor velocidades q são escritos como 
n = nxl + n j  + njz
g = ui + vj + wk
A forma apresentada na Eq. (2.5) é preferida com a 
formulação compressível. Quando do emprego da formulação 
incompresslvel ou da formulação para escoamentos a qualquer 
velocidade estas equações são escritas na forma genérica [22]
d(p<t>) + d(pu<l>) + d(pvfr) + 6(pwj)) = _ p*
dt dx dy dz
(2 .6)
onde <f> é (u,v,w) para as equações de conservação da quantidade de 
movimento, 1 para a equação de conservação da massa e T para a 
equação de conservação da energia. O termo fonte p^ é nulo para 
a equação de conservação da massa,
dp dp dp 
dx' dy' dz'
para as equações de conservação da quantidade de movimento nas 
direções x, y e z , respectivamente, e
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para a equação de conservação da energia.
A forma incompressível destas equações é obtida fazendo-se 
a massa específica constante, e esta simplificação é geralmente 
utilizada para valores de Mach da corrente livre inferiores a 0,3.
2.2 Equações governantes para problemas estruturais
As equações governantes dos problemas estruturais são as 
equações do movimento ou do equilíbrio dinâmico. Para obtenção das 
equações do movimento utiliza-se o princípio de Hamilton [26] [27]
ô f t2[x - (np + W) ] dt = 0 (2.7)
J ti
onde r representa a energia cinética, 7rp a energia potencial total 
e W o trabalho realizado pelas forças externas. A energia cinética 
é dada por
T = i / Qr[(k ]2 dÇi (2'8)
onde r é a massa específica do sólido.
A energia potencial total pode ser escrita como
%p = Í/q0^ '  dQ " íQQibi dÇ1 ~ STtiqi ^  (2*9)
onde SI representa o domínio do corpo e r o contorno deste domínio, 
conforme mostrado na Fig. 2.1.
Substituindo-se as Eq. (2.8) e (2.9) na Eq. (2.7), obtém- 
se as equações governantes do problema dinâmico estrutural. Estas 
equações são aproximadas em elementos finitos usando funções de
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interpolação lineares, quadráticas, cúbicas, etc, dependendo do 
elemento escolhido. Desta forma obtém-se a equação do movimento na 
sua forma discretizada, ou seja,
[M]{Q} + [C] {<3} + [K]{<2} = {F) (2.10)
Fig. 2.1 Domínio de um corpo qualquer
onde [M] representa a matriz massa, [C] a matriz de amortecimento, 
[K] a matriz de rigidez, {q> os graus de liberdade e {F} o 
carregamento (excitação).
Quando o amortecimento estrutural não é considerado, a Eq.
(2.10) resulta em
[M]{<3} + [ÜC]{<2} = {F) (2.11)
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3. APROXIMAÇÃO DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES
3.1 Introdução
Os métodos de solução das equações governantes do problema 
aerodinâmico são voltados para escoamentos compressíveis e 
incompressíveis. Considere um escoamento para o qual devem ser 
resolvidas as equações da conservação da massa, da quantidade de 
movimento e da energia. As incógnitas são pressão, temperatura (ou 
energia total), massa específica e as componentes do vetor 
velocidade. Se for empregada uma metodologia segregada do processo 
de solução é necessário que cada incógnita tenha uma equação 
evolutiva para ser avançada.
Se a massa específica não varia significativamente com a 
pressão, o desafio é determinar um campo de pressões que, quando 
inserido nas equações do movimento, origine um campo de velocidades 
que satisfaça a equação de conservação da massa. A equação da 
energia é utilizada para o cálculo da temperatura e as equações da 
quantidade de movimento para o cálculo das componentes do vetor 
velocidade. Torna-se necessário tratar o acoplamento pressão- 
velocidades uma vez que o sistema é resolvido segregadamente. Então, 
substitui-se as velocidades como uma função da pressão na equação 
de conservação da massa e obtém-se a equação para a pressão. Esta 
formulação é denominada de formulação incompressível [22] [23]. A 
classe de problemas mais importantes que usa esta formulação é a dos 
problemas de transferência de calor com escoamentos a baixa 
velocidade.
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Se a massa especifica tem variação considerável com a 
pressão, a equação de estado, relacionando a massa específica com 
a pressão e a temperatura, é a equação evolutiva para a pressão, 
enquanto que a equação de conservação da massa é usada para a massa 
específica. Esta formulação, onde todas as variáveis dependentes 
possuem a sua equação de evolução, é chamada de formulação 
compressível [21] [24] [25], A classe de problemas mais importante 
que usa esta formulação é a dos escoamentos de gases a alta 
velocidade, onde o principal interesse é a determinação do 
coeficiente de pressão sobre a superfície do corpo, para o cálculo 
das forças de arrasto e sustentação de corpos aerodinâmicos.
Com base no exposto anteriormente, uma das diferenças 
entre a formulação compressível ou a incompressível é a maneira de 
linearização adotada na equação de conservação da massa. A idéia 
básica da formulação para escoamentos a qualquer velocidade [30] 
[31] [32] [33] é substituir as velocidades e a massa específica como 
função da pressão na equação de conservação da massa e determinar 
a pressão ou a variação da pressão (p'). Neste caso, a equação de 
conservação da massa se transforma numa equação para a pressão que 
carrega os efeitos da variação da velocidade e da massa específica. 
Esta formulação baseia-se na formulação incompressível.
Como a formulação compressível é mais aplicada na solução 
de problemas aerodinâmicos a alta velocidade e devido à 
possibilidade de estender esta formulação para a solução de 
problemas aerodinâmicos incompressíveis, através do emprego de 
técnicas de pré-condicionamento, esta formulação é preferida neste 
trabalho. Pré-condicionamento, no entendimento deste trabalho, 
consiste em transformar o sistema de equações governantes do
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problema aerodinâmico de forma a modificar o conjunto de autovalores 
e autovetores resultantes da matriz Jacobiana, que tendem a valores 
muito diferentes (0 e c, onde c é a velocidade do som) quando o 
número de Mach tende a zero. Isto é desejado para continuar 
selecionando adequadamente o passo de tempo e a dissipação 
artificial para escoamentos (quase) incompressíveis, garantindo 
assim a estabilidade do método.
O desenvolvimento de metodologias para a solução de 
escoamentos compressíveis e incompressíveis com um modelo único vem 
recebendo grande atenção dos pesquisadores. Isto deve-se a 
necessidade de resolver problemas onde aparecem vários regimes de 
escoamento como por exemplo para bocais convergentes-divergentes.
Dando prosseguimento, descreve-se as formulações 
aerodinâmicas e a aproximação do problema estrutural para um 
elemento de viga com a nomenclatura utilizada na literatura [59] 
[60] [35] [24] [58] [61].
3.2 Procedimento de solução em volumes finitos baseado 
na formulação incompressível
3.2.1 Transformação de coordenadas
A Eq. (2.6) é transformada para o sistema generalizado de 
coordenadas para conferir maior flexibilidade e generalidade do 
modelo numérico. A transformação é feita do plano físico (x,y,z,t) 
para o plano transformado (Ç,rj,y,t) . A equação transformada obtida
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pode ser escrita como [35]
+ ■ â (p" t’1 + ^ <pwt,) * ^ <pwt,) = i3-1)
As componentes contravariantes do vetor velocidade U, V e 
W levam a informação da resultante entre o escoamento e a velocidade 
da malha. Estas são escritas, como por exemplo [35] (veja a Fig. 
3.1)
u = -i [(u-xt) + (v-yt) .Çy + (w-zx) .Çz] (3.2)
e de forma semelhante para V e W. Na Eq. (3.2) u, v e w são as 
componentes cartesianas do vetor velocidade e xT, yT e zT são as 
velocidades da malha, que são nulas para malhas fixas.
O Jacobiano da transformação é escrito como
J = det
ÍX ly lZ 
n x *\y *lz *lt
Y* Yy Y2 Yt 
0 0 0 1
onde
lx = - V r >
ly = j {z^  - x ^ )  
- y^ Xy)
= - (XxSx + YtSy + z£z)
e de forma semelhante para as outras componentes. Para mais detalhes 
sobre a transformação de coordenadas veja [35].
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3.2.2 Discretização das equações governantes do problema 
aerodinâmico
Integra-se a Eq. (3.1) no volume e no tempo
r r a > « * • « *
O arranjo co-localizado com variáveis {u,v,w} armazenadas 
nos centros do volume de controle é empregado, conforme mostra a 
Fig. 3.1. Nesta figura U, V e W são as componentes contravariantes 
do vetor velocidade.
Fig. 3.1 Arranjo co-localizado (armazenamento nos 




Pi^p _ Pp$p 
j p Jp°
AV + [p«J)|e-pWÍ)|J AriAy + [pV^^-pVQ>\B] AÇAy
[pJ#|d-pWj)|f] AÇAri = -L[P*]AV
Esta equação também pode ser colocada na forma
Ol O
At + M&e-MjbSMAa-MAB+MAã-MAf = - £,[£♦] A ^  (3-3)
onde {e, w, n, s, d, f> representam as faces do volume de controle, 
conforme mostrado na Fig. 3.1. Os coeficientes são escritos como
tr _ P A V
M p - ^ ~
m S 9°AV
Me = (p£7) eAri Ay 
Mw = (pU) „At]Ay 
Mn = (pV)flA£Ay 
Ms = (pV) sAÇAy 
Md = (pIVj^ÇAr)
Mf = (pROfAÇArj
O termo L[p^] é a aproximação de p ^  e o superescrito "o" 
indica que as variáveis são avaliadas no instante t, enquanto que 
as outras variáveis são avaliadas no instante (t + At)
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caracterizando uma formulação implícita.
Os valores de <f> nas faces do volume de controle podem ser 
obtidos através do esquema "WUDS" [29], como por exemplo para a face 
leste do volume de controle
4>e = (0, 5+ae)<j>p + (0,5-ae)<bB (3.4)
Nesta expressão observa-se que o primeiro termo contém a 
informação da propriedade do ponto imediatamente anterior a face e 
o segundo termo para o ponto imediatamente posterior a face do 
volume de controle, como mostrado para um plano (Çxrj) na Fig. 3.1.
Como estamos trabalhando com as equações de Euler, ae = 
0,5 ou - 0,5 na função de interpolação da Eq. (3.4), dependendo do 
sinal do vetor velocidade. Então, a captação de choques torna-se 
difícil pois uma função do tipo "upwind" pura tende a amortecer os 
gradientes, proporcionando o aparecimento de difusão numérica. 
Dentre as funções de interpolação usadas com a finalidade de 
melhorar a captação de regiões contendo descontinuidades podem ser 
mencionadas as do tipo "upwind" de ordem elevada ou esquemas do 
tipo "TVD" ("Total Variation Diminishing") [5]. Tais esquemas podem 
modificar a matriz dos coeficientes obtida de diagonal para cheia 
ou do tipo esparsa, tornando a solução implícita do sistema de 
equações mais complicada.
Procura-se uma função de interpolação simples baseada nas 
características do escoamento. Seguindo a função sugerida por Noll 
[62], obtém-se como por exemplo para a face leste do volume de 
controle [62] [34]
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4>e = (0, 5+ae)<J)P + (0, 5-ocJ$B + aeseAx. (3.5)
onde ae = 0,5 ou - 0,5, dependendo do sinal do vetor velocidades e 
se = minmod [ a * ^  > 2 . minmod (a, b) ]
O termo minmod(a,b) é definido por 
minmod (a, b) = <
cujos coeficientes a e b são dados por
a se |a|^|jb| e ab>0 








b = — ---- se uehO
b = se u <0
XEE XE
Verifica-se que a interpolação da Eq. (3.4) é corrigida 
pelo termo (asAx) originando a Eq. (3.5). Este tipo de função de 
interpolação contribui para captar o coeficiente de pressão, mas 
não o suficiente para geometrias aerodinâmicas, como por exemplo 
para o NACA 0012 [34].
A substituição da Eq.(3.5) e similares na Eq. (3.3) 
resulta na forma discretizada usada para resolver as velocidades e 
a temperatura
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M>P = aab^ HB + b* í3-6)
onde
Mp — ^
ap = = ã I + E
£  a^ = ae + aw + an + afi + ad + af
r  = ae$E + a*4V + aiA>N + as$S + a/*IV + a<$D
ae = - (0,5-ae)Me
e de forma semelhante para as outros coeficientes.
O termo fonte pode ser escrito como
b* = - L A V + f p + [ termos da forma minmod ]
A t
0 termo fonte p^, como por exemplo na direção x,
p u = dp = dp , + dp + dp
y  dx d V x dr\]x dy 
é aproximado numericamente por
r  r a  u i  _  P e~Pwç  a  P n~Ps„ a  P d~Pf „
L[$ ]r- ^ Ã T 5*' ’W ^ '
3.2.3 Aproximação das velocidades nas faces do volume de 
controle
O cálculo das componentes do vetor velocidade nas faces do 
volume de controle se constitui numa particularidade importante para 
o procedimento em volumes finitos baseado na formulação 
incompressível com o arranjo co-localizado de variáveis na malha.
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Deve-se avaliar os fluxos nas faces do volume de controle para 
executar o balanço de massa. No entanto, as velocidades encontram-se 
armazenadas nos centros do volume de controle. Uma aproximação 
simples para as velocidades nas faces do volume de controle, como 
a diferença central, causa oscilações do campo de pressões e/ou o 
procedimento não converge para regime permanente [22]. Para resolver 
este problema usa-se o procedimento indicado a seguir.
e contravariante do vetor velocidade na face leste do volume de 
controle. Inicia-se pelo cálculo da componente cartesiana. A 
expressão inicialmente sugerida por [63] [64] é da forma (Fig. 3.1)
e p' é a variação de pressão.
A forma apresentada a seguir foi sugerida em [60] [65].
velocidade na face leste do volume de controle. Inicia-se pelo 
cálculo da componente cartesiana para o ponto P, dada por
Considere, por exemplo, o cálculo da componente cartesiana
(3.7)
onde
Considere o cálculo da componente contravariante do vetor
U P ~ ]Cni, ^ a nbUNB^ P
M p  Up A \r
(3.8)A t  I




<mb ' -*nb“NB> E  ^t * - > 1 , (3.9)
Determina-se a componente cartesiana do vetor velocidade 
na face do volume de controle adicionando-se as Eqs. (3.8) e
(3.9) , com exceção do termo de pressão, onde é aplicado o gradiente 




â p P+â p
+ b U)p + £  ^ nb(UNB + b U)
MSu p+Me Ue 2+ _p_p « ] - — 2 —  L[P-} eAVe
(3.1 0 )
A ü app+apE
T r A u i  _  P e P p c  j. P e+P ne P s P se„ ^  P d+P de P f P fe„
L W  ]* ■ - s r 5«. * ---- 4^j— * ---- ÏSÏ— Y'
Então pode-se escrever a componente contravariante do 
vetor velocidade na face leste do volume de controle conforme [34]
ue = jl[(u-xt) , i x + (v-yx) .Çy + (w-zx) .ÇZ]J
Através de procedimento análogo obtém-se as outras 
componentes contravariantes do vetor velocidade nas outras faces do 
volume de controle.
3.2.4 Formulação para escoamentos a qualquer velocidade 
e obtenção da equação para a pressão
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Para obter uma formulação que seja adequada tanto para 
escoamentos a alta velocidade como para escoamentos a baixa 
velocidade faz-se necessário que tanto a massa específica como as 
velocidades sejam mantidas ativas no processo de linearização da 
equação de conservação da massa [31][32][33]. A estratégia usada 
nestes trabalhos é continuar usando a equação de conservação da 
massa para determinar a pressão, introduzindo também a variação da 
massa específica com a pressão nesta equação. Desta forma parte-se 
da equação de conservação da massa na forma discretizada obtida para 
0 = l e p ^ = O n a E q .  (3.3)
Mp - Mg /-> i i x
~ Á ~t + M e ~ M w + M n ~ M s + M d ~ M f = 0 (3 • H )
A linearização do fluxo de massa que aparece na equação de 
conservação da massa é feita de forma a manter a massa específica 
e as velocidades ativas [31][32][33], obtendo-se, por exemplo, para 
à face leste do volume de controle (Fig. 3.1)
Me = (p*U + pU* - p*U*) e AriAy (3.12)
Para avaliar as variáveis escrevem-se as mesmas em função 
de uma correção sobre o valor estimado como
u = u* + U‘
p = p* + P' (3.13)
p = p* + p'
onde os escalares com asterisco são valores conhecidos e obtidos com 
o campo de pressões estimado.
A massa específica é aproximada na face leste do volume de
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controle usando a seguinte função de interpolação [33]
pe = (0,5+Te)pp + (0,5-Te)Pi? (3.14)
onde
_ j o , 5  se u.t 0 
e [0,5 se Ue<0
Introduzindo-se as Eqs. (3.12) e (3.14) e as similares na 
Eq. (3.11), obtém-se
mP9p + £  (™£>Pwb + = b° (3.15)
onde
m| + [(O^+T^cC-tO^-TJcCjAriAY +
[(0, 5 +?„) V * -  (0, 5 - T s) V S* ] A Ç A y  +[(0,5 + T d) W*d - (0, 5 - T f) W?]A Ç At|
ml = (0,5-Te)u ; At]Ay
Jn/= [(0,5+Te)P; +  (0, 5-Te) p^ ] At|AY
b c = - + mfuZ+mfuZ+mfvZ+mfvZ+mZwZ+mfwi 
J p A t
Os outros coeficientes são escritos de forma semelhante
[66].
Para obter a equação para a pressão, as componentes do 
vetor velocidade e a massa específica devem ser escritas em função 
da pressão. Partindo-se da equação da quantidade de movimento pode- 
se escrever
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a P u p = Y j anbum  ~ L  W  “] A V + b u (3.16)
que, para o valor estimado, assume a forma
a£u£ = ~ L[pu'] AV + b u (3.17)
Subtraindo-se a Eq. (3.17) da Eq. (3.16), obtém-se
up = u; - d?L[P'u] AÇ (3.18)
Na obtenção da Eq. (3.18) o método de acoplamento 
pressão-velocidade SIMPLEC [67] foi empregado. Este método, assim 
como o SIMPLE [22], o SIMPLER [22] e o PRIME [6 6 ], é necessário 
para que haja o acoplamento das equações governantes do problema 
aerodinâmico na forma discretizada, que são resolvidas 
segregadamente. As equações de Euler são acopladas e o acoplamento 
aqui mencionado refere-se à solução numérica das equações, já que 
o procedimento de cálculo não é feito de forma direta.
A escolha do método SIMPLEC baseia-se no fato do mesmo ter 
tido bom desempenho para escoamentos compressiveis e
incompressíveis [59] [65]. Como extensão do que foi exposto, pode-se 
escrever a velocidade corrigida para a face leste do volume de 
controle como
ue = u; - de”L[p'»]eaz
onde
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d." « ^ Í ^ A n A r
dp ,* - 1aP a nb
A equação de estado, utilizada para o cálculo da massa 
específica, é escrita como
p  = pR T (3.19)
onde R é a constante dos gases. A massa específica é colocada em 
função de uma correção do campo de pressão pela equação
Pp = Pp + Cp P p = Pp + -^r P p (3.20)
Partindo-se da definição da velocidade contravariante, Eq. 
(3.2), pode-se escrever a componente da velocidade contravariante 
corrigida, por exemplo, para a face leste do volume de controle,
Ue = Ue -  dp [pé-Pp] ®n (3.21)
onde
Na Eq. (3.21) os termos 
(f). * ® e
foram desconsiderados.
Substituindo-se as Eq. (3.21) e (3.20) na Eq. (3.15), e as 
formas semelhantes para as outras faces do volume de controle, 
obtém-se a equação para a pressão
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a /  P p =  £  ( a ^ p ^ )  +  b p' (3.22)
onde
a/ = in£c2 + m ”d?all9-mZd£allK+mZdpa22n-in*dsa22g 
+171^ Ûp CC^j d fflfdp(i32t
<S u 5 **22
a/ = - /n|C| + nie dp a’e uf“il
I í I í I " " I ” “ I « o I w l *i*i<JP°A  t
e de forma semelhante para os outros coeficientes [35].
O procedimento de solução básico empregado é descrito a
seguir:
1. Discretiza-se o domínio
2. Estimam-se as variáveis p, u, v, w, p, e T
3. Calculam-se os coeficientes
4. Aproximam-se os termos fonte
5. Calculam-se as velocidades u*, v* e w*
6 . Calculam-se as velocidades contravariantes U, V e W
7. Calcula-se a pressão
8 . Corrigem-se as velocidades u*, v* e w*
9. Corrigem-se as velocidades contravariantes
10. Corrige-se a massa específica
11. Calcula-se a temperatura
12. Calcula-se o novo valor da massa específica
13. Retorna-se ao item 3 até o estado desejado
3.3 Formulação compresslvel e pré-condicionamento
3.3.1 Formulação compresslvel voltada ao método de Runge 
-Kutta
Quando a variação da massa específica for considerável, as 
equações da conservação da quantidade de movimento são usadas para 
calcular as componentes do vetor velocidade, a equação de 
conservação da energia para calcular a energia total , a equação 
de conservação da massa para calcular a massa específica e a equação 
de estado para calcular a pressão. Esta formulação é denominada de 
formulação compresslvel. As equações governantes são escritas de 
acordo com o método empregado. Dentre estes métodos encomtram-se o 
de Runge-Kutta e o de Beam & Warming [21].
Quando emprega-se o método de Runge-Kutta [24] [25] [40], 
o sistema de equações governantes é escrito na forma integral
í ^ Z dv = - í (F-n)dS (3.23)Jvdt Js
Este sistema de equações pode ser escrito para cada 
componente do vetor W como, por exemplo, para a equação da 
quantidade de movimento na direção x
q f^[pu(q.n) + p(n.l)]dS
ãü(pu)
Com a finalidade de discretizar estas equações, diferentes 
formas do arranjo co-localizado são encontradas na literatura, com
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o armazenamento das variáveis no centro do volume de controle [24], 
nos vértices do volume de controle (Fig. 3.2) [6 ] [34] e nos 
vértices do volume de controle com armazenamento dos resíduos no 
centro do volume de controle ("cell-vertex" - para mais detalhes 
veja [52] [6 8 ]). Cada um destes esquemas possui vantagens e 
desvantagens. A discretização que se segue é baseada no arranjo co- 
localizado, com as variáveis armazenadas nos nós do volume de 
controle, visando facilitar a aplicação da técnica "multigrid" 
(multigrade).
Como a Eq. (3.23) é válida para um volume de controle 
arbitrário, ela também é válida para Vifj k, ou seja
onde Vifj k é o volume de cada célula. A aproximação dos fluxos nas 
faces do volume de controle é feita conforme [6 ]
onde, por exemplo, para a face leste do volume de controle,
O vetor das métricas nas faces do volume de controle S, 
conforme mostrado na Fig. 3.3, é escrito como
(3.24)
S  1*1/2,j,k 1*1/2,j,k
que também pode ser escrito como (Fig. 3.4)
^i+l/2,j,k = [six.i + siy.j + siz .£] 1*1/2, j,k
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Fig. 3.2 Arranjo co-localizado das variáveis na malha
a) variáveis armazenadas nos nós (vértices)
b) variáveis armazenadas nos centros
onde six, siy e siz são as componentes do vetor S nas direções x,y 
e z, respectivamente. Portanto,




S 1 Z = — J
Fig. 3.3 Vetor das métricas nas faces do volume de 
controle
O termo Õi+i/2,j,k Poc*e ser escrito para a equação de 
conservação da massa, conservação da quantidade de movimento e 
conservação da energia conforme segue:
Conservação da massa
Qi+l/2,j,k = (P^) i*l/2,3,k' ^ 1*1/2,j,k = (P^) i+1/2, j,k
onde
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Qi*i/2,j,k-Si+1/2,jik = [U1+VJ+W&] . [sixl+siyj+sizZ] = Ui.1/2ijtk 
Conservação da quantidade de movimento na direção x
^ i+1/2,j,k ~ ( P U Q +PÍ) i+l/2,j,k' ^ i*l/2,j,k
= (puu)i+1/2ijik+(p six)1+1/2ijik
Fig. 3.4 Métricas (co-localizado com armazenamento nos 
nós)
Conservação da energia
Qi+l/2,j,k ~ ( P-^9-) i+l/2,j,k' ^ i+l/2,j,k ~ (PUH) i+l/2,j,k
Os fluxos nas outras faces do volume de controle são 
escritos de forma semelhante.
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A aproximação dos fluxos nas faces do volume de controle 
pode ser feita usando outros esquemas além de diferença central, 
como o "upwind", o "AUSM" e o esquema "TVD" dentre outros de 
primeira, de segunda ou de ordem superior, como podem ser vistos em 
[69] [70].
3.3.2 Dissipação artificial
A discretização em volumes finitos baseada em diferenças 
centrais não é dissipativa. Isto quer dizer que as freqüências de 
alta ordem do erro na solução não são amortecidas [40]. Caso termos 
de dissipação artificial não sejam introduzidos, o procedimento de 
cálculo não converge para a solução correta. Os termos dissipativos 
Difj k são introduzidos através de fluxos dissipativos que
preservam a forma conservativa [24]
~^ .^ i,j,k + y [@i,j,k ~ D-L'j'fr] - 0 (3.26)
i f j t k
O vetor dissipação é uma combinação de diferenças de ordem 
superior que não deve alterar a ordem de aproximação da solução, 
por ser de ordem superior (terceira ou quarta ordem). Geralmente 
é descrito como
^i,j,k ~ d i+l/2,j,k~d i-l/2,j,k+di,j*l/2,k~d i,j-l/2,k + d i,j,k+l/2~d i,j,k-l/2 
cujos coeficientes de dissipação são dados por, como por exemplo
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d i+l/2,j,k ^i+l/2,j,k^ i+l/2,j,k'^x'^i,j,k ^ 2+1/2, j,k' ^ xxx' ^ í-l,j,k^
onde a é um fator de escala que será descrito posteriormente.
Os operadores diferenciais de primeira e terceira ordem 
são descritos como
^x^i,j,k ~ ^i+l,j,k ~ Wi,j,k
^xxx^i,j,k ~ ^i+2,j,k ~ ^^i+l,j,k + i,j,k ~ ^i-l,j,k
Os coeficientes e<2* e e(4* são adaptados aos gradientes 
de pressão locais. Eles podem ser escritos, como por exemplo para 
a face leste do volume de controle, como
^ (2) i+1/2,j,k = ^ ^ ^ i ^ . j . k i ^ i + U j . k ^ i . j . k ^ i - l . j . k )
e (4)i+i/ 2 ,j,k = m a x ( 0 , - e ™ i+1/2ijik)
V  _  I Pi+1, j.k 2P i tj'k + Pj-i,j,k\ 
Pi+l,j,k + ^P i tj'k + Pi-1, j, k
ê o sensor de variação de pressão de segunda ordem. Valores típicos 
dos coeficientes k*2) e k*4) são [40]
0 , 5^ic(2)^ 0,6
— 3:— <4) ^ -i-
256 48
O coeficiente e*2) é proporcional a segunda variação de 
pressão. O fluxo dissipativo di+i/2,j,k ® de terceira ordem em
40
regiões suaves. Mas, em regiões de grande variação de pressão, este 
operador é de primeira ordem.
usando o raio espectral (maior autovalor) da matriz Jacobiana. Este 
é usado para escalar o passo de tempo e a dissipação artificial e 
é dado por [6 ], para as direções coordenadas {i,j,k},
que pode ser escrito para a direção i em coordenadas cartesianas 
como
X1 = u + c
ou para a direção i em coordenadas generalizadas como
onde c é a velocidade do som local.
Como isto introduz excessiva dissipação artificial 
especialmente para células com grandes relações de dimensões, como 
as que aparecem para as equações de Navier-Stokes, o fator de escala 
é também modificado conforme [6 ], para a direção i





O fator de escala é dado por
e de forma semelhante para as direções j e k. Valores típicos 
usados para w são
0 , 0 , 667
O valor w = 0,667 é preferido, por introduzir menos 
dissipação artificial para células com grandes relações de dimensão, 
conforme mostrado na Fig. 3.5. No entanto, valores pequenos para 
w podem ser usados para resolver escoamentos para Mach = 0 , 0 1  com 
perda de aproximadamente 2 a 3% na precisão do Cp.
Fig. 3.5 Células com grandes relações de dimensão
3.3.3 Prê-Condicionamento
Como é de conhecimento os métodos de solução dos sistemas
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de equações diferenciais, desenvolvidos para escoamentos 
compressíveis, convergem lentamente para escoamentos a baixa 
velocidade. Uma das maneiras de melhorar a taxa de convergência 
para estes problemas é pré-condicionar o sistema de equações. O 
procedimento utilizado consiste em multiplicar o vetor W por uma 
matriz que, para escoamentos invíscidos, visa transformar a equação 
da energia na sua forma da temperatura.
Baseado na forma conservativa das equações de Euler, a 
seguinte matriz é empregada [36] [37]




















U(1-AT2) v(l-AT2) w(l-M~2) AT2
O efeito do pré-condicionamento, conforme descrito neste 
trabalho, pode ser entendido considerando dois pontos de vista: o 
físico e o matemático [34].
Sob o ponto de vista físico, compara-se a equação da 
energia no limite incompressível quando emprega-se a matriz de 
pré-condicionamento [37]
pcp(|^ + u|?+v|l + »r|l) - + = 0ot ox oy dz (y_1) dt dx dy dz
com a forma natural da equação da energia escrita para a 
temperatura. Verifica-se que estas equações são equivalentes para
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escoamentos incompressíveis quando
(Y- D / M 2 = - 
(Y-l)
Este termo serve então para acelerar a taxa de
convergência para obter a solução para escoamentos à baixa 
velocidade e pode ser entendido como um termo de dissipação 
artificial no termo temporal da pressão p.
autovalores das equações para o escoamento compressível (u, u+c) 
tendem a limites muito diferentes quando o número de Mach tende a 
zero. Os autovalores das equações pré-condicionadas
são similares quando o número de Mach tende a zero, permitindo, 
assim, a construção de um "solver" eficiente para a solução de 
problemas aerodinâmicos incompressíveis, pois os autovalores são 
usados para determinar o passo de tempo e a dissipação artificial.
autovetores para o problema aerodinâmico pode ser feita através de 
uma analogia com o problema estrutural. Os autovalores correspondem 
aos valores principais (as tensões principais para um problema de 
tensões) e os autovetores correspondem aos ângulos com que os 
valores principais formam com os eixos principais. Portanto, estes 
são importantes também para a obtenção de eficientes funções de 
interpolação para problemas aerodinâmicos [63].
O sistema de equações obtido é transformado neste trabalho 
para ser aplicado junto com o método de Runge-Kutta, conforme [34]
A análise matemática, por outro lado, indica que os
U{l+M2) + y/u*(l-M2)2 + 4AÍ2C2 
2
Uma análise simplificada do conceito de autovalores e
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Ê Ê  = - r -1 dF
dt dXi
onde
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
r 2-i) aí2 
2
-u (i -m ~2)m 2 -v(i -m ~2)m 2 ■2)m 2 M
É conveniente também indicar o raio espectral (maior 
autovalor) que foi usado em coordenadas generalizadas como, por 
exemplo, para a direção i [34], tem-se
_ U(l+M2) + sjü2 (1-Àf2) 2+p2C2 (Çx+Çy+^ z)
2
O termo P? corresponde ao limite utilizado, pois para 
velocidades muito baixas o valor de X  tende a ser muito pequeno e 
o passo de tempo e a dissipação artificial não são apropriadamente 




A utilização da matriz de pré-condicionamento e dos 
autovalores adequados permite resolver problemas aerodinâmicos a 
baixa velocidade usando um código inicialmente preparado para 
resolver escoamentos a alta velocidade.
Há pelo menos duas possibilidades de emprego do pré-
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condicionamento para a forma discretizada das equações governantes, 
conforme indicado a seguir [34]:
1 . O pré-condicionamento é aplicado apenas para os termos 
convectivos
JL w  + — i—  [ r_1a  , k - d < , J =o
1 f 3 r k
2 . O pré-condicionamento é aplicado também para a dissipação 
artificial
+ y t Çí ,j,k ~ Di'jtk] - 0
 ^/ J / k
Neste trabalho, para problemas incompressiveis, o pré- 
condicionamento é aplicado para os termos convectivos na obtenção 
de soluções em regime permanente.
3.4 Aproximação do problema estrutural (viga)
Considere um elemento de viga típico, conforme mostrado 
na Fig. 3.6. Uma secção transversal do elemento, localizada a uma 
distância da extremidade do elemento, gira e translada durante o 
movimento geral do elemento [61]. A translação da linha de centro 
da secção é dada pelos deslocamentos que consistem de uma 
contribuição devido à flexão e à deformação por cisalhamento. A 




Fig. 3.6 Elemento típico para uma viga
As equações do elemento podem ser determinadas empregando 
o princípio de Hamilton, o qual estabelece que a trajetória real 
extremiza a integral do Lagrangiano L, ou seja,
normais à linha de centro, no estado não deformado, permanecem retas 
depois da deformação (Fig. 3.7). Linhas tangentes à linha de centro 
formam um ângulo de rotação P(x), quando se considera o 
cisalhamento. A inclinação total dq3/dx da linha de centro pode ser 
escrita como
Ldt = 0 (3.30)




= l|í(x) + px (3.31)
onde ijr é a rotação dos elementos ao longo da linha de centro devido 
à flexão. Supõe-se que a deformação cisalhante é a mesma ao longo 
da secção transversal da viga. Tal procedimento visa diminuir o 
esforço computacional. 0 deslocamento pode ser considerado como uma 
superposição do cisalhamento e da flexão, ou seja [61]
q1(x,y,z) = - zty(x) = - - Px]
g2 (x,y, z) = 0 
g3{x,y,z) = g3(x)
que para um problema dinâmico é dado por 
g1 (x,y, z,t) = - zi|; {x, t)
g2 (x,y, z,t) = 0
g2{x,y,z,t) = g 3(x,t)
A energia cinética é dada por 
x = j f vr(tj)2dV . lfoL [rl( | | ) 2 + r ^ j  ] d* (3-32)
onde r é a massa específica do material.
A energia de deformação associada à energia potencial para 
uma força F aplicada segundo o eixo z pode ser escrita como
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*' = V lf (T% )2 + ^  - F* ]dx (3-33>
onde K é um fator de correção para a distribuição (não uniforme) de 
tensão de cisalhamento transversal na secção do elemento.
Fig 3.7 Deformação de um elemento de viga 
À aplicação do princípio de Hamilton resulta em
ò [ t2Ld C = ÔÍ (-| 
J ti J t,x 2 rJ(H >2 + ^ > 2
) dx dt
Então as equações de Euler-Lagrange podem ser escritas
como
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-J^{rAg3) + [KGA(g3jf-iJ;) ] + F =  0 (3.34)
+ KGA(g2x-y\f) ] =0
com as seguintes condições de contorno
<73^ = 0 ou g3 é especificado
\|fx = 0 ou i|r é especificado
Depois de integrar por partes no tempo, para E, I, G e A 
constantes tém-se
rAg3 - kGA(g3xx - i|rx) - F = 0 
rJiJr - Elty^ - kGA(q3x - i|r) = 0
Estas equações são aproximadas em elementos finitos usando 
funções de interpolação lineares da forma
que resulta na forma discretizada 
[M] {g} + [K\ {g} = {F)
O elemento de viga assim obtido é válido para pequenos
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deslocamentos. Para grandes deslocamentos o elemento deve ser 
substituído. A descrição apresentada é Lagrangiana. Esta formulação 
não é suficiente para grandes deslocamentos/deformações.
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4. CONDIÇÕES DE CONTORNO, CONDIÇÕES INICIAIS E GERAÇÃO 
DA MALHA COMPUTACIONAL
O sistema de equações diferenciais obtido necessita de 
condições de contorno e iniciais para ser resolvido. Freqüentemente 
existem as seguintes possibilidades para definição das condições de 
contorno:
- a variável é fornecida na fronteira (Dirichlet)
- o fluxo da variável é fornecido (Neumann)
- as condições de contorno são cíclicas ou periódicas
A nomenclatura das condições de contorno é diferenciada 
entre os problemas aerodinâmicos e estruturais. Para problemas 
aerodinâmicos ela pode ser de parede, corte, simetria e "far field 
= longe do corpo". Para problemas estruturais, pode ser 
classificada como essencial e não essencial.
4.1 Condições de contorno e iniciais do problema 
aerodinâmico
No estudo de problemas envolvendo volumes finitos, o 
correto e fisicamente consistente é a realização do balanço da 
propriedade para os volumes da fronteira. Entretanto, volumes 
fictícios normalmente são usados com o objetivo de facilitar a 
aplicação das condições de contorno e estabelecer apenas uma equação 
para representar todos os volumes do domínio.
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a) Condição de contorno de parede
Para uma parede impermeável, a condição de fluxo nulo
através da fronteira deve ser exigida. Esta condição pode ser 
aplicada para a velocidade contravariante V [34] conforme mostra 
a Fig. 4.1 por
Fig. 4.1 Condição de contorno de parede
b) Condição de contorno para um corte
Considerando que uma malha do tipo "O" esteja em torno de 
um corpo, o domínio físico deve ser transformado para o domínio 
computacional introduzindo um corte para malhas simplesmente 
conexas. A continuidade do valor das variáveis usando volumes 







W{il,j,k) = W{3, j, k)
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w(i,j,k) = w(i2-i,j,k)
Pode ser esperado para a solução que o valor do vetor W 
seja idêntico no corte
W{i2,j,k) = W(2,j,k)
c) Condição de contorno de simetria
As condições de contorno de simetria são fáceis de 
implementar. Como exemplo, considere a fronteira indicada na Fig. 
4.3. Para este caso a condição de contorno para i = 2 pode ser 
escrita como
54
p u ( l ' j ' k ) = p u (3 , j , k) 
p v ( l , j , k ) = - p v (3 , j , k)
pw{l,j,k) = pw(3,j,k) 
p(l,j,k) =p(3,j,k)
p (l,j,k) = p (3, j,k) 
e de forma similar para i = i2 .
d) Condição de contorno longe do corpo ("far field")
As condições de contorno longe do corpo [71] são muito 
importantes para escoamentos externos a baixa velocidade. Esta 
condição de contorno é obtida empregando o conceito de variáveis 
características, executando a transformação de coordenadas do 
sistema (x,y,z,t) para o sistema (Ç/Tl/Y/t)* Assumindo que a 
fronteira longe do corpo coincida com a linha r| = constante, o
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escoamento unidimensional, normal ao contorno, é governado pela 
equação característica
4 £ + n 4 £ . 0 (4.2)
O f c  ^  O T1
onde W* = {p, u, v, w, p}T e é a matriz Jacobiana associada à 
direção característica.
Fig. 4.4 Condição de contorno longe do corpo
a) entrada, b) saída
A matriz Jacobiana pode ser diagonalizada através de uma 
matriz P da seguinte forma
= pA p -1
onde as colunas de P são os autovetores correspondentes aos 
autovalores da matriz D^ . A multiplicação da Eq. (4.2) por P- 1
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resulta em
p-idW_ + p-ipAP’1-^- = 0
Ot 0T|
0 vetor das variáveis características resultantes é
C = p-^W*
Os valores das correções das variáveis são obtidos 
igualando-se C para os pontos a e b indicados na Fig. 4.4, 
resolvendo o sistema de equações obtido para p, u, v, w e p
[ P -1 w*]a =  [ p -1 w*]b
Para problemas subsônicos bidimensionais esta condição 
resulta para entrada de fluido em (Fig. 4.4 a) [71] 
p» - p. * ^ cl
u = u ±
b a Z  P o c o
V*. = V ± Pa Pb ( 4 3)






O termo Ç é substituído por {Ç,r|, y} (dependendo da direção 
coordenada) e cQ representam a condição de referência. Para
saída de escoamentos subsônicos esta condição é dada por [71], 
conforme mostrado na Fig. 4.4 b
Pb = Pi
p* - p. - ^
c2
vh = v ± *°y Pa Pb
b * z p0c0 
w = w ±
b * Z p0c0
Esta condição de contorno deve ser modificada para 
resolver problemas com as equações pré-condicionadas para 
escoamentos a qualquer velocidade. Por exemplo, para a direção i 
[34], tem-se
C0 = yjU2 {l-M2) 2 + P 2C2 (Ü + fy tl) (4.5)
onde cQ pode ser interpretada como uma velocidade característica 
que modifica os autovalores para escoamentos a baixa velocidade.
58
Para resolver problemas externos sobre aerofólios (2D), esta 
condição de contorno pode ainda ser modificada para um "vortex" 
centrado a 25% do comprimento da corda do aerofólio com a finalidade 
de reduzir o domínio computacional necessário[72] [40].
Trabalhos recentes [40] têm indicado que o emprego desta 
condição permite usar domínios da ordem de 1/4 dos domínios que são 
necessários para condições de contorno prescritas.
e) Condição inicial
Para a condição inicial os valores da corrente livre são 
geralmente empregados.
4.2 Condições de contorno e iniciais do problema 
estrutural
a) Condições de contorno
As condições de contorno para problemas estruturais 
geralmente são classificadas como essenciais (principais, Dirichlet) 
e não essenciais (naturais, Neumann) . Condições de contorno 
essenciais são prescrições de deslocamentos, e condições de contorno 
não essenciais são prescrições de tensões [73]. Por exemplo 
considere a viga engastada uniformemente carregada mostrada na Fig. 
4.5.
As condições de contorno essenciais exigem que o bordo 
fixo não tenha deslocamento e rotação, e as condições de contorno 
não essenciais requerem que a extremidade livre possua momentos e 
forças cisalhantes nulas.
Fig. 4.5 Viga engastada uniformemente carregada
b) Condição inicial
As condições iniciais são geralmente de deslocamentos e 
rotações nulas.
4.3 Geração e movimento da malha computacional
4.3.1 Geração da malha computacional
A solução de um sistema de equações diferenciais parciais 
pode ser geralmente simplificada através do emprego de uma malha bem 
construída. O processo de geração da malha é que determina o 
mapeamento o qual transforma os pontos da malha do domínio físico 
no domínio transformado.
A geração de malhas é feita através do emprego de métodos 
para variáveis complexas, métodos algébricos ou através de técnicas
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para equações diferenciais [2 1 ]. O método para variáveis complexas 
é restrito para problemas bidimensionais. Os métodos algébricos são 
diretos e as métricas da transformação podem ser computadas 
rapidamente. Os métodos que empregam equações diferenciais são 
bastante utilizados. Neste caso, prefere-se as equações de Laplace 
ou de Poisson.
A principal dificuldade na discretização de domínios 
usando-se sistemas ortogonais como o cartesiano diz respeito à 
necessidade de interpolações nas fronteiras para aplicação das 
condições de contorno. Afim de evitar estas dificuldades, 
discretiza-se o domínio usando um sistema de coordenadas coincidente 
com as fronteiras.
Para o método que usa as equações diferenciais de Poisson, 
o procedimento consiste em solucionar o seguinte sistema de equações 
[74]
V2^  = P(Ç,ti,y )
V2!! = T],y ) (4.6)
V*y =
Os termos fonte P, Q e R são aproximados por 
P =  - J^.lai.ssnj(Ç-Çi)e"Cl({"{i) - bj. sgn(^-^j) e~à^
0 = ~ ai • sffn (ri -Tli) e-Ci(,,-,,i) - sgniri-nj) e~d*
R = - Y % mlai'Sgn(v-Yi) e'Ci(Y"Yj) - bj. sgníy-yj) e~^z
onde
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z = v (n -Tij) a+ (Y-Yj) 2
Quando da solução do sistema de equações (4.6), os
coeficientes (a,b,c,d) podem ser escolhidos para atrair linhas e 
pontos para as linhas e pontos de interesse. Os escalares (m,n) 
representam o número de linhas e pontos para os quais as outras 
linhas e pontos devem ser atraídos [75] [6 6 ].
utilização de malhas móveis, surge a necessidade de satisfazer uma 
lei de conservação adicional, denominada de lei de conservação 
geométrica [76] [77] [78].
Com a finalidade de obter a forma desta lei, escreve-se 
a equação de conservação da massa na forma integral
4.2.2 Movimento da malha computacional
Como a solução de problemas aeroelásticos exige a
(4.7)
onde VM corresponde a velocidade da malha, que é dada por
(4.8)
e q é o vetor velocidades já definido anteriormente.
Então, pode-se obter a relação que determina a variação
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do volume da célula em termos da área, orientação e velocidades das 
faces do volume de controle, através de
que, através da aplicação do teorema da divergência, resulta em [77]
a variação do Jacobiano com o tempo. Não satisfazer esta lei pode 
representar uma restrição a mais no passo de tempo. Mas, quando o 
intervalo de tempo At necessário para resolver o problema 
aerodinâmico for pequeno, a nova malha é praticamente a malha 
anteriormente utilizada. Neste caso, o erro causado pela não 
satisfação da lei é pequeno [35], Portanto, para os problemas em 
estudo, a obtenção da malha é feita desconsiderando-se a lei de 
conservação geométrica, pois os intervalos de tempo necessários para 
o problema aerodinâmico são pequenos e os erros induzidos pela não 
satisfação desta lei podem ser desprezados. Considera-se que a 
estrutura sofre deslocamentos infinitesimais, onde as discretizações
(4.9)
lx + (jÇt) 5 + (Jíij ,  + (Jyt) Y = 0 (4.10)
onde
= + YxZy + Zxtz)
tu = + JViy + Zxnz)
Yt = + ytYy + *tYz)
Esta lei é similar à lei de conservação da massa e governa
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Lagrangiana e Euleriana se confundem.
Para finalizar, serão interpretadas fisicamente as 
componentes contravariantes do vetor velocidade considerando o 
volume de controle móvel indicado na Fig. 4.6. O fluxo de massa que 
passa pelas faces do volume de controle é calculado em função das 
velocidades relativas entre o escoamento e a malha.
q - VM = (u-xx) 1 + (v-yx) j  + (w-zx)Ic
Desta forma, as componentes contravariantes do vetor 
velocidade levam a informação da resultante entre o escoamento e a 
velocidade da malha. Estas podem ser definidas como
U = -i[(u-xtK x + (v-yt)Çy + {w-zx)SJ




que é usada para malhas fixas. As componentes V e W são escritas 
de forma semelhante.
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5. METODOLOGIA GERAL DE SOLUÇÃO
5.1 Introdução
Os métodos de solução das equações algébricas são 
geralmente classificados como métodos diretos e iterativos. Dentre 
os métodos diretos, encontram-se o método de eliminação de Gauss e 
a decomposição LU exata. Dentre os métodos iterativos encontram-se 
o TDMA [22] ("Tridiagonal Matrix Algorithm") e o MSI [38] ("Modified 
Strongly Implicit Procedure").
Dos métodos citados, o método de eliminação de Gauss é 
aplicado para matrizes de baixa ordem, uma vez que um grande número 
de operações é necessário para obter a solução. Pode-se dizer também 
que o comportamento do método MSI não varia muito com o aumento do 
número de pontos da malha [79]. Por sua vez, o método TDMA, tende 
a aumentar a eficiência para malhas grandes.
Na solução de problemas aerodinâmicos a alta e baixa 
velocidade, por outro lado, os métodos MSI e Runge-Kutta têm sido 
normalmente empregados. Estes métodos são descritos neste trabalho, 
pois são empregados na solução de problemas aerodinâmicos em estudo.
Estes métodos também podem ser classificados como 
explícitos e implícitos. Dentre os métodos explícitos encontra-se 
o método de Jacobi e o de Runge-Kutta, por exemplo. O último destes 
é apresentado neste trabalho.
Para a solução do problema dinâmico em elementos finitos
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os métodos de solução usando integração direta são utilizados. 
Dentre os métodos de integração direta podem ser mencionados o 
método de diferenças centrais, o método de Houbolt, o método de 0- 
Wilson e o método de Newmark. O último destes possui um 
comportamento mais estável ocorrendo apenas elongação de período 
que, para intervalos de tempo pequenos, pode ser desprezada. Os 
outros métodos possuem comportamento menos estáveis e o seu 
detalhamento pode ser visto na literatura especializada. Neste 
trabalho são descritos os métodos Runge-Kutta e MSI para o problema 
aerodinâmico e o método de Houbolt (e Newmark) para o problema 
dinâmico estrutural.
5.2 Métodos de solução do problema aerodinâmico
Dentre os métodos normalmente utilizados para a solução 
do problema aerodinâmico, o MSI [38] [39], normalmente empregado com 
a metodologia para escoamentos a qualquer velocidade, e o Runge- 
Kutta, usado com a formulação compressível, são aqui apresentados.
a) MSI
O método MSI consiste em resolver um sistema de equações 
algébricas da forma
[A] {<!)}= {fy (5.1)
onde a matriz [A] é dada por
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[ A ]
Observando-se a matriz [A], verifica-se que a mesma
possui apenas algumas diagonais não nulas. Procurando tirar 
vantagem deste aspecto, decompõe-se a matriz [A] não exatamente 
conforme
onde [B] é o resíduo da fatoração incompleta de [A].
Neste caso as matrizes [L] e [U] são matrizes 
triangulares superiores e inferiores, mas o seu produto não 
representa a matriz [A] identicamente afim de facilitar o seu 
cálculo que é feito de forma explicita aproximada.
Então, a obtenção da solução torna-se um processo 
iterativo da forma
[A]+[B]=[L] [01 (5.2)
[ A + B ]  (<J)} *Jc+1) =  [ A + B ]  {<!>} ^  -  ( [ A ]  {<!>}(jfc) - { Í3> )
ou seja,
[ A + B ]  { A } (Jc+1) =  {i?}<Jc+1) (5.3)
O resíduo {R} deve atender ao critério de convergência 
quando da convergência do processo.
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b)Runge-Kutta
O método de Runge-Kutta é caracterizado pelo pequeno 
número de operações necessárias. Este método é usado porque os 
seus coeficientes podem ser selecionados de forma a obter soluções 
de alta precisão (temporal), otimizando as características de 
amortecimento do erro da solução. Mais de dois estágios são 
empregados com a finalidade de estender a região de estabilidade 
[40].
O método de Runge-Kutta clássico contém 4 estágios e é 
descrito como [40]
.^°í. * = i.*
” i i1 t * ^i°) k - „ A C R.'°] t131 & , jt K 2V* •
i r 31 k
nr(2) _ rjr(0) _ A C g (1) 
i.J.k ™i,j,k 2V. . i'^ 'k (5.4)
i / 31 k
w}3l k = W<°) k - ■ A 1 5(2)113 $ K. lfJfK tr 1/JfK
i,j,k





D — íO _ rí (-^)= qí: U  - Di7i.k k = o /1 / 2 ,3
Como este método requer o cálculo de 4 coeficientes Q i ^ k  
e 4 termos dissipativos este esquema conduz a problemas de
memória. Um esquema Runge-Kutta simplificado que requer menos 
memória computacional é dado por [40]
*11* = Ki.t
*1 1 *  ‘ SH *  - < 5 - 5 >
i,j,k
Alguns esquemas de segunda ordem eficientes são dados 
pelos seguintes coeficientes:
3 estágios -» a1=l/2/a2=l/2, a3=l
4 estágios —  a1=l/4#a2=l/3,a3=l/2,a4=l
5 estágios — a1=l/4,a2=l/6 ,a3=3/8,a4=l/2,a5=l
Esquemas com mais de 5 estágios não são eficientes, pois 
o trabalho computacional envolvido é muito alto.
Como é de conhecimento, o passo de tempo para esquemas 
explícitos é limitado em termos das características de 
estabilidade. Para o caso geral de uma malha não uniforme e não
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ortogonal, a condição de estabilidade para cada célula é dada por 
[6 ] [34]
A t, , u í. CFL___ . ---- (5.6)
onde
= \U\ + Cftl+Vy+Z
V  = \V\ + cjr\2x+i)y+r\l 
X k  =  \ W \ + C^Yx+Yy+Yz
Para estender o código para escoamentos incompressíveis 
os coeficientes indicados acima foram substituídos por
w  |£7(1+M2) | + JU2(1-M2) + P2C2(Ç£+#+ÇÍ)
A -
, . _ \V(1+M2) | + \jV2 {1 -M2) + P2C2 (tlx+Tly+T1z)
-
= |iy(l+M2)| +yjw2{l-M2) + p2C2 (Yx+Yy+Yz)
onde C;  ^t é a velocidade do som local.J-f
Então, o At limite para obter soluções transientes é 
At = min(AtififJC)
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Este sistema de equações pode também ser resolvido 
implicitamente, conforme pode ser visto em [41].
5.3 Métodos de solução do problema dinâmico estrutural
Dentre os métodos normalmente utilizados para a solução 
do problema dinâmico estrutural, a integração direta e a análise 
modal são geralmente empregadas. Estes métodos são apresentados a 
seguir:
a) Integração direta
Dentre os métodos de integração direta, o método de 
Newmark é utilizado por possuir um comportamento mais estável, 
conforme mostra a Fig. 5.1. Na bibliografia especializada estes 
métodos são detalhados [26] [27]. Neste trabalho são fornecidas 
noções sobre o comportamento dos métodos assim como o algoritmo 
do método de Newmark afim de não quebrar o conteúdo.
O algoritmo do método de Newmark é descrito a seguir:
- Cálculos iniciais
- obter as matrizes de rigidez, massa e amortecimento
- inicializar {q}°








a2 = — i—
2 aA t
a3 = 13 2a
a5 = AÈî»-!)
5 2 a
a6 = At(l-Ô) 
a7 = ô A t
0*0, 5
a*0 , 25 (0 , 5+Ô) 2
- obter a matriz de rigidez equivalente
[K\eg = [K] + aa[M] + ajC]
Para cada ciclo no tempo





Fig. 5.1 Elongação de período (PE/T %) e decaimento de 
amplitude (AD %) dos métodos de integração 
direta
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{*}£At = {^ >t+At + M  (ao{<3}t+a^2{Q}t+a3{<3}t) +
[C] (a1{ç(}t+a4{^t+a5{ôt)
- obter os deslocamentos e rotações q no instante t + At
[ * w < 3r le = {í)i;Ae (5 -9 )
- calcular as velocidades e acelerações em t + At
{g}t+At = a0 ( { - a2{g}t - a3{q}t
{q}t+At = a ^ ^ + a ^ # * )  + {çfi* (5.10)
(5.8)
b) Análise modal
Caso necessário resolver um problema elástico linear cujo 
número de pontos seja muito grande, uma análise modal torna-se mais 
econômica que a integração direta. Por este motivo, este 
procedimento é bastante empregado. Através da utilização dos modos 
principais, tem-se uma idéia global do comportamento do sistema, 
conforme descrito a seguir [27]:
Considere o problema genérico
[Aí] {<3} + [C] {g} + [K] {q} = {F) (5.11)
Uma solução geral para o sistema de vibrações livres é da
forma
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M  = ®e«* = {Õi}e* (5.12)
onde os aL são os autovalores e {q^} são os autovetores.
Assume-se que a solução para vibrações forçadas pode ser 
escrita como uma combinação linear dos modos
{<3} = X){êi}yi = [{Õi}/{Õ2}' ■ • - líy} (5.13)
A substituição da Eq. (5.13) na Eq. (5.11) e a pré- 
multiplicação desta por {q^ } 1 resulta em
mi9i + ciYi + kiYi + fi = 0 (5.14)
onde
se
Cl = {Qi}t[C\{Qi} 
ki = {êi}r[^ ]{gi} 
fi = {Qi}T{?}
Este sistema de equações encontra-se desacoplado somente 
{gi}r[C]{gi} = 0 (5.15)
Caso contrário escreve-se
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Ci =  2wic'i
A Eq. (5.14) resulta em
(5.16)
onde representa a razão de amortecimento em relação ao seu
valor crítico.
A solução da Eq. (5.16) pode ser obtida usando a seguinte 
expressão [80]
onde i)^ é um coeficiente de amortecimento.
Normalmente, é necessário um pequeno número de modos 
para aproximar a solução, pois as freqüências de alta ordem são 
geralmente amortecidas e/ou insignificantes.
imprecisões as quais são limitadas pelo critério de convergência. 
Na prática, é comum a escolha de um critério de convergência 
pequeno o suficiente de forma a poder desprezar tais imprecisões.
O critério de convergência normalmente utilizado para 
resolver problemas compressíveis é da forma [6 ]
5 .4 Convergência
A solução numérica de problemas de escoamento contém
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Por outro lado, o critério de convergência utilizado para 
resolver problemas a qualquer velocidade é [33]
.Rnax finin
Como a pressão varia tanto para problemas compressíveis 
como para problemas incompressíveis, ela pode ser usada como 
critério de convergência para escoamentos a qualquer velocidade. 
A união dos dois critérios anteriormente apresentados resulta para 
A [34]
A = 2=2l 
At
Procedimento análogo pode ser empregado para os 
deslocamentos e rotações do problema estrutural.
Para escoamentos a baixa velocidade os erros de 
arredondamento variam proporcionalmente ao quadrado do número de 
Mach [37]. Este problema pode ser parcialmente resolvido escrevendo 
a pressão como [37] (formulação compressível)
P  = P *  + P' 
sendo p* um valor de referência.
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5.5 O acoplamento aeroelástico
Como a deformação resultante da flexibilidade de uma 
estrutura pode variar consideravelmente a natureza do escoamento 
caracterizando um fenômeno aeroelástico, é necessário resolver o 
problema aerodinâmico e estrutural simultaneamente. Conforme 
mencionado anteriormente, as equações governantes da parte 
estrutural são as do movimento (ou do equilíbrio dinâmico) [17] 
[18] [19].
O procedimento de solução para uma estrutura elástica 
linear com deslocamentos infinitesimais consiste em resolver o 
problema aerodinâmico obtendo as componentes do vetor força atuante 
sobre a estrutura. Estas componentes servem como dados de entrada 
para o programa estrutural assim como as características do perfil 
(momento de inércia, tamanho do elemento, características 
elásticas, etc).
Com estes dados, o programa estrutural fornece os 
deslocamentos e rotações de cada nó, correspondendo à 
configuração deformada. Com a nova configuração da estrutura a nova 
malha do problema aerodinâmico é calculada e o novo campo de forças 
aerodinâmicas é calculado, realimentando-se o programa estrutural. 
O movimento da estrutura altera apenas a forma do corpo rígido que 
serve de obstáculo ao escoamento. De forma geral, o diagrama 
funcional básico para este problema é mostrado na Fig. 5.2 [3], 
onde a posição i corresponde à configuração inicial e a posição i+l 
a configurações intermediárias entre a configuração inicial e a 
configuração final.
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O procedimento de solução genérico é descrito como
segue:
A. Problema aerodinâmico
1. Discretiza-se o domínio aerodinâmico
2. Calcula-se a força aerodinâmica
B. Problema estrutural
3. Monta-se as matrizes massa, amortecimento e rigidez
4. Obtém-se os deslocamentos e as rotações da estrutura
C. Problema aeroelástico
5. Retorna-se ao item 1 até obter o estado desejado
Fig. 5.2 Diagrama funcional básico de um problema 
aeroelástico
Afim de facilitar o entendimento do acoplamento na
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interface fluido-sólido, considere o corpo submetido a um 
escoamento conforme mostrado na Fig. 5.3. Os pontos de intersecção 
da malha do problema aerodinâmico com a estrutura são transformados 
nos nós da estrutura. Quando a malha do problema aerodinâmico for 
muito mais refinada que a malha do problema estrutural, calcula-se 
a carga nodal equivalente da estrutura.
No caso da transformação do corpo da estrutura numa viga, 
cada secção onde ocorre a intersecção da malha para o escoamento 
com o corpo é transformada num nó e as características estruturais 
são transferidas para este nó. Este procedimento é seguido por 
facilidade de aplicação das forças devidas ao carregamento 
aerodinâmico e para que estas forças sejam consistentes com os nós 
que estiverem sendo aplicadas.
de veículo lançador
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Prescreve-se as seguintes restrições em cada nó da 
interface entre o fluído e o sólido
- a velocidade da malha coincide com a velocidade da 
fronteira
- não existe escoamento atravessando a fronteira do corpo
- não é feita restrição sobre a componente tangencial do 
vetor velocidade na superfície do corpo
Na solução de um problema aeroelástico, deve-se ainda 
escolher o passo de tempo adequado para os problemas aerodinâmicos 
e estruturais, que geralmente são diferentes. O passo de tempo para 
o problema estrutural utilizado corresponde a no máximo 1 sobre 
20 a 30 vezes o valor da primeira freqüência natural da estrutura. 
Como o passo de tempo para o problema aerodinâmico é normalmente 
menor do que este, pode-se usar o passo de tempo do problema 
aerodinâmico para o problema aeroelástico.
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6. TÉCNICAS PARA ACELERAR A CONVERGÊNCIA DO PROBLEMA 
AERODINÂMICO
A maior parte dos métodos iterativos apresenta um dos 
seguintes inconvenientes:
- a taxa de convergência diminui significativamente 
após algumas iterações
- o trabalho computacional total é proporcional ao 
número de volumes elevado a um número maior que 1
A necessidade de métodos eficientes para a solução de 
problemas aerodinâmicos é óbvia. Muitos códigos ainda em uso 
apresentam baixas taxas de convergência aumentando os custos de 
projeto. Conseqüentemente, existem muitos trabalhos que visam 
aumentar a taxa de convergência dos métodos numéricos. Dentre estas 
técnicas, o passo de tempo local, a média dos resíduos e a técnica 
"multigrid" (multigrade) são descritas a seguir. O emprego da 
técnica "multigrid" com uma média de resíduos permite usar CFL 
grandes (da ordem de 7,5) com o método de Runge-Kutta.
6.1 Passo de tempo local
Esta técnica consiste no emprego do máximo valor de At 
para cada célula, conforme mostra a Eq. 5.6
At; i k 1 CFL -- :-- ii2i£---- (5.6)
z'J,k (A^+V+Jl*), , * v
O passo de tempo local equivale ao pré-condicionamento
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do resíduo por um escalar em cada célula. Este procedimento pode 
reduzir o tempo computacional necessário para obter a solução em 
regime permanente em uma ordem de magnitude [40],
6.2 Média dos resíduos
Uma média ponderada de resíduos é empregada para aumentar 
o número de Courant (At/Ax) de um método de solução explícito. Desta 
forma, os resíduos Rj, para um problema unidimensional [40] são 
escritos na forma
i?; = - eRj^ + (1 +2e) Rj - ei?i+1
Neste trabalho e é constante e igual a 0,8.
6.3 Técnicas "multigrid" (multigrade)
Como é de conhecimento [50], o comportamento da 
convergência dos problemas resolvidos numericamente usando 
malhas finas é pior do que para malhas grossas. Este comportamento 
está associado com as propriedades de amortecimento das componentes 
do erro da solução. Em relação às técnicas "multigrid", o 
importante são as propriedades de amortecimento dos métodos de 
relaxação [50]. 0 sucesso do método "multigrid" depende do 
algoritmo de relaxação, que rapidamente reduz as componentes do erro 
de alta freqüência. As freqüências baixas do erro da solução nas 
malhas finas são transformadas em altas freqüências nas malhas
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grossas onde podem ser amortecidas. Então, as boas propriedades de 
amortecimento do método de Runge-Kutta são importantes para serem 
usadas num processo para acelerar a convergência empregando técnicas 
"multigrid".
Desta forma, uma seqüência apropriada de malhas ajuda a 
amortecer os erros de baixa freqüência e acelera a taxa de 
convergência.
De forma a obter as malhas computacionais a relação de 
dimensão 2 entre a malha fina e a sua correspondente malha grossa 
é um ótimo valor, pois este é o menor número inteiro maior que 1 e 
é o suficiente para fazer o trabalho computacional na malha grossa 
bem menor que o necessário na malha fina [50] [81].
O emprego de técnicas "multigrid" (multigrade) permite 
economizar até 90% do trabalho computacional necessário quando o 
método de Runge-Kutta é combinado com uma média de resíduos para 
escoamentos transônicos. Para alguns escoamentos incompressíveis 
resolvidos pelo autor [34] esta economia oscilou entre 70% e 90%.
São necessárias funções de interpolação para fazer a 
transferência das variáveis entre as malhas. Um operador 
interpolação (prolongamento) transforma (mapeia) malhas 2h em malhas 
h. Um operador de restrição mapeia as funções das malhas h para 
malhas 2h. O método de interpolação mais freqüentemente utilizado 
é o de interpolação bilinear. O operador de restrição mais empregado 
com esta finalidade é o operador de aproximação total ("full 
approximation").
Existem basicamente dois tipos de ciclos "multigrid" 
(multigrade) : o V e o W. 0 ciclo V é mais apropriado para resolver 
escoamentos supersônicos e hipersônicos (veja a Fig. 6.1), enquanto
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que o ciclo W é mais utilizado para resolver escoamentos transônicos 
e subsônicos (Fig. 6.2). Para cada malha executa-se alguns passos 
de tempo (Runge-Kutta), injeta-se as variáveis na malha grossa e 
restringe-se o resíduo. Resolve-se então o problema na malha grossa. 
Para retornar as malhas finas prolonga-se (interpola-se) as 
correções das malhas grossas para as malhas finas.
0  passos (time-steps) 
\  restrição/ injeção 
^  prolongamento
Fig. 6.1 Ciclo V
\  restrição/ injeção
t prolongamento
Fig 6.2 Ciclo W
Para ilustrar o esquema "FAS" ("Full Approximation Storage 
Scheme" [50]), considere as equações de Euler escritas para a malha
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fina conforme (Fig. 6.3)
d .w. + = 0
dt vh
O procedimento de solução para um ciclo V com duas malhas 
é constituído dos seguintes passos:
1. Obtém-se a solução aplicando alguns passos de tempo (1-2) 
para a malha fina
onde o expoente (5) é o último estágio do método de Runge-Kutta.
2. Injeta-se as variáveis na malha grossa
w2h
3. Transfere-se os resíduos da malha fina para a malha 
grossa usando a seguinte função ("forcing function")
f2h = ièhRh(wT )  - *2 h
com o operador restrição
t-2h _ 1
4
1 2  1 
2 4 2 
1 2  1
4. Resolve-se o problema na malha grossa realizando alguns 
passos (1 -2 )
wl?] = & {0] -2tl 2h a.
At.
V,
k = 1 , 2 , . . . ,m
2h
onde (m) é o número de estágios do método de Runge-Kutta.
5. Interpola-se a correção da solução da malha grossa para 
a malha fina
c = wn+1 - 2h 2h 2h
Ch = ^ (5) - ^ (0) + I2hc2h
com o operador prolongamento
1 2 1 
2 4 2
1  2 1
6 . Corrige-se a solução da malha fina
rçr1 = ^ (5) +
Para processo "multigrid" (multigrade) com mais de duas 
malhas, os passos 2-4 são repetidos sucessivamente começando pela 
malha fina. Em seguida, aplica-se os passos 5-6 a partir da malha 
grossa até a malha fina. Para ciclos do tipo W, realiza-se mais 
trabalho nas malhas grossas (veja a Fig. 6.2).
Para escoamentos a baixa velocidade surgem dificuldades 
para amortecer as freqüências do erro e, conseqüentemente, para 
obter boas taxas de convergência. Para aliviar este problema, 
realiza-se mais trabalho em cada malha, ou seja, 2 passos são 
realizados para cada malha [34]. Além disso, malhas grossas também
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podem ser utilizadas para obter uma boa aproximação da solução da 
malha fina (FMG - "Full Multigrid" [50]).
Fig. 6.3 Malhas grossa e fina
0 emprego de técnicas "multigrid" (multigrade) apresenta 
as seguintes vantagens:
- o trabalho computacional por passo de tempo é reduzido
- os grandes volumes que aparecem para malhas grossas, 
têm como conseqüência um rápido equilíbrio global do
procedimento da solução.
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A validação de um código computacional para análises 
aeroelásticas, que se constitui de uma parte aerodinâmica e uma 
parte estrutural, pode ser feita em três etapas:
- validação da parte aerodinâmica
- validação da parte estrutural
- validação da parte aerodinâmica e estrutural 
(aeroelástica)
A validação da parte estrutural, neste trabalho, é feita 
através da obtenção da solução estática e dinâmica para uma viga 
engastada em uma extremidade e livre na outra. Desta, pode-se 
verificar se as matrizes de rigidez e massa da estrutura e o 
sistema de equações estão sendo resolvidos de forma correta.
A validação da parte aerodinâmica deste trabalho consiste 
em soluções para uma superfície curva, uma placa, um cilindro e o 
perfil NACA 0012, e soluções tridimensionais para o cilindro 
hemisférico.
Preferiu-se usar a formulação compressível e uma 
discretização espacial de segunda ordem pois esta permite calcular 
os coeficientes aerodinâmicos sobre geometrias aerodinâmicas como 
o aerofólio NACA 0012 adequadamente. A metodologia para escoamentos 
a qualquer velocidade conforme descrita no Cap. 3 foi usada somente 
para o problema do cilindro hemisférico.
Finalmente, a comparação da parte aeroelástica deste 
trabalho consiste na solução para um painel, para um modelo 
bidimensional de um aerofólio e para um cilindro hemisférico 
tridimensional. Esta comparação limita-se a aeroelasticidade
7. RESULTADOS
clássica uma vez que os efeitos que são causados pela viscosidade 
do fluído não estão sendo considerados neste trabalho. No entanto, 
o estudo destes fenômenos é importante antes de analisar fenômenos 
aeroelásticos cujos efeitos viscosos são de grande importância.
7.1 Resultados aerodinâmicos
A parte do código computacional usada para análises 
aerodinâmicas emprega o método de volumes finitos com um arranjo co- 
localizado de variáveis. Resultados aerodinâmicos são apresentados 
para números Mach variando entre 0,005 e 1,5, embora resultados 
usando o mesmo procedimento, já tenham sido obtidos entre 0 , 0 0 0 1  e 
2 0 , 0  [6 ] [34] para o ar.
Verificou-se que a discretização espacial de primeira 
ordem no espaço, ou híbrida de primeira ordem no espaço, proporciona 
o aparecimento de difusão numérica, principalmente para a análise 
de geometrias aerodinâmicas como, por exemplo, para aerofólios [35]. 
Por outro lado, para geometrias mais rombudas razoáveis 
distribuições do coeficiente de pressão podem ser obtidas com 
funções de interpolação do tipo "upwind" ou híbridas de primeira 
ordem "WUDS" [29].
Como a distribuição do coeficiente de pressão é de grande 
importância para os problemas aeroelásticos, pois diferentes 
carregamentos aerodinâmicos podem excitar diferentes modos de 
vibração, a validação da parte aerodinâmica aqui apresentada é feita 
empregando a formulação compressível com discretização espacial de 
segunda ordem, descrita no capítulo 3, com excessão da análise
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qualitativa sobre o cilindro hemisférico.
7.1.1 Cilindro (para Mach variando entre 0,2 e 0,01)
O cilindro foi escolhido, pois a sua solução analítica 
é conhecida. Além disso, a sua simplicidade geométrica facilita a 
execução da malha computacional.
A malha utilizada é do tipo "O" e contém 160x48 volumes, 
conforme mostrado na Fig. 7.1. Os volumes são do tipo retangular, 
com relações de dimensão da ordem de 1,0 (tendendo ao quadrado) . São 
distribuídos 161 pontos na direção circunferencial e 49 pontos na 
direção radial. Como a malha é duplamente conexa, um corte é 
executado a partir do qual começa a ser contado o ângulo <p. O raio
Fig. 7.1 Malha para o cilindro, 160x48 volumes
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externo desta malha corresponde a aproximadamente 50 raios do 
cilindro e a malha foi obtida algebricamente.
A escolha do número de pontos da malha também visa obter 
o conjunto de malhas grossas usadas no processo "multigrid". Usando- 
se a relação 2h para obter as malhas grossas, tem-se 
160x48 volumes - malha fina (h)
80x24 volumes - segunda malha (2h)
40x12 volumes - terceira malha (4h)
2 0x6 volumes - quarta malha (8h)
10x3 volumes - quinta malha (16h)
Soluções aerodinâmicas para o cilindro são mostradas para 
números de Mach da corrente livre variando entre 0,2 e 0,01. Como 
estas soluções foram obtidas usando as equações de Euler, as linhas 
de pressão constantes são simétricas.
A Fig. 7.2 mostra as linhas de pressão constante obtidas 
para Mach = 0,2. Verifica-se que estas linhas são simétricas e 
isentas de oscilações. O coeficiente de pressão correspondente é 
mostrado na Fig. 7.3. Este é comparado com a solução teórica 
(potencial) que, para escoamentos incompressíveis, pode ser escrita 
como [ 8 2]
Cp = — --—  = 2cos 2<p - 1
1 « »2
~2
Verifica-se que existem diferenças entre o coeficiente de 
pressão obtido numericamente e o teórico na região da expansão (para 
<p = 90 e 270 graus) . Esta diferença é esperada, pois a solução 
teórica não considera as variações de massa específica, que são 
consideradas no presente trabalho.
Fig. 7.2 Linhas de pressão constante para o cilindro, 
Mach = 0 , 2
Â N G U L O
Fig. 7.3 Coeficiente de pressão para o cilindro,
Mach = 0,2
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A seguir são apresentadas as soluções obtidas para Mach 
= 0,01. As linhas de pressão constante são mostradas na Fig. 7.4. 
Observa-se novamente boa simetria das linhas de pressão.
Fig. 7.4 Linhas de pressão constante para o cilindro, 
Mach =0,01
O coeficiente de pressão correspondente é mostrado na 
Fig. 7.5. Verifica-se que as diferenças que existiam na região de 
expansão para Mach 0,2 desapareceram pois as variações de massa 
específica para Mach = 0,01 são muito pequenas.
A seguir apresentam-se estudos de convergência. A Fig. 7.6 
compara a taxa de convergência para Mach = 0,1 para diferentes 
malhas (160x48, 80x24 e 40x12 volumes). Verifica-se que são 
necessários, aproximadamente, 4000 passos de tempo para obter a 
solução numérica para a malha contendo 160x48 volumes, para um
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critério de convergência da ordem de 10E-4 e Mach = 0,1. Enquanto 
isto, aproximadamente 250 e 1000 passos de tempo são suficientes 
para uma malha contendo 40x12 e 80x24 volumes, respectivamente. O 
resíduo parece estagnar em torno de 10E-5, por ter sido empregada 
simples precisão.
Â N G U L O
Fig. 7.5 Coeficiente de pressão para o cilindro, 
Mach = 0,01
A Fig. 7.7 compara a taxa de convergência para Mach 0,2 
e 0 , 0 1  quando emprega-se a técnica "multigrid" (multigrade). 
Observa-se agora que aproximadamente 400 passos de tempo são o 
suficiente para obter a solução em regime permanente para uma malha 
de 160x48 volumes. Isto quer dizer que aproximadamente 90% do tempo 
computacional pode ser economizado quando emprega-se esta técnica,
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uma vez que o tempo gasto nas malhas grossas é muito menor que o 
necessário na malha fina.
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
I T E R A Ç Õ E S
Fig. 7.6 Convergência para o cilindro para malhas 
diferentes, Mach = 0,1
O estudo do refinamento da malha para Mach = 0,1 é 
mostrado na Fig. 7.8. Verifica-se que a malha contendo 80x24 volumes 
representa razoavelmente bem o coeficiente de pressão (em termos de 
engenharia). A malha contendo 160x48 volumes é usada com a 
finalidade de obter precisões do coeficiente de pressão da ordem de 
1%.
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I T E R A Ç Õ E S
Fig. 7.7 Convergência para o cilindro para números de 





Â N G U L O
Fig. 7.8 Refinamento da malha para o cilindro, Mach = 0,1
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Os resultados numéricos obtidos para escoamento 
incompressivel sobre o cilindro demonstram que a presente 
metodologia compressível pode ser empregada para obter soluções com 
precisão da ordem de 1% no Cp para a discretização espacial de 
segunda ordem, quando do emprego de pré-condicionamento. Caso tal 
precisão não seja necessária, malhas mais grosseiras poderão ser 
utilizadas, como a segunda malha utilizada no processo "multigrid", 
que fornece precisões da ordem de 3% no Cp.
Verificou-se ainda que soluções incompressíveis para Mach 
= 0 , 0 1  podem ser obtidas empregando o código para resolver 
escoamentos compressíveis com expoente de dissipação artificial w 
da ordem de zero. Isto pode acarretar diferenças no coeficiente de 
pressão da ordem de 2 a 3%. Para escoamentos incompressíveis deve- 
se ainda empregar dois passos de tempo (Runge-Kutta) no processo 
"multigrid". Neste caso o processo "multigrid" é denominado de não 
convencional.
O emprego de técnicas para acelerar a convergência 
proporcionaram economias da ordem de 90%, uma vez que as iterações 
executadas nas malhas grossas são muito mais rápidas que as 
realizadas nas malhas finas.
7.1.2 Superfície contendo curvatura (para Mach = 0,3)
O estudo do escoamento sobre superfícies curvas é de 
grande interesse para a simulação de painéis bidimensionais. Este 
estudo visa determinar a habilidade do presente código em captar os 
gradientes de pressão sobre uma superfície curva para curvaturas 
variáveis.
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A malha utilizada, mostrada na Fig. 7.9, para esta 
finalidade contém 160x48 volumes, sendo 1/3 destes sobre a parte 
curva. A distância das linhas na direção vertical é escolhida de 
forma a captar os gradientes de pressão adequadamente. Conforme a 
distância em relação à superfície aumenta, aumenta também o tamanho 
dos volumes. O contorno externo distancia-se aproximadamente 30 
cordas da superfície do corpo, permitindo a aplicação da condição 
de contorno longe do corpo.
Fig. 7.9 Malha utilizada para uma superfície com 
curvatura de 1 0%
A Fig. 7.10 apresenta as linhas de pressão constante para 
uma superfície contendo curvatura de 1%. Apesar da pequena 
curvatura, observa-se que as linhas de pressão obtidas são 
simétricas.
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Fig. 7.10 Linhas de pressão constante para uma superfície 
com curvatura de 1 %
As linhas de pressão constante para superfície contendo 
curvatura de 5% são indicadas na Fig. 7.11. Como a curvatura é 
maior que a anterior é relativamente mais fácil captar os 
gradientes de pressão que já possuem valores da ordem de 5 vezes 
a dos obtidos para curvatura de 1%. No entanto, uma curvatura de 
5% ainda pode ser considerada como pequena.
As linhas de pressão constante para uma superfície 
contendo curvatura de 20% são mostradas na Fig. 7.12. As linhas de 
pressão constante para este caso possuem variação da ordem de 2 0  
vezes as das indicadas para uma curvatura de 1%. No entanto, esta 
variação não é tão grande quanto para um cilindro.
A Fig. 7.13 compara o coeficiente de pressão para 
curvaturas da superfície variando entre 1% e 20% (1%, 2%, 5%, 10% 
e 20%). Observa-se que existem algumas oscilações no coeficiente de 
pressão nas proximidades do início e do fim da curvatura.
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Fig. 7.11 Linhas de pressão constante para uma superfície 
com curvatura de 5%
Tais oscilações poderiam ser eliminadas pela 
construção de uma malha mais refinada nestas regiões o que 
proporcionaria um melhor escalonamento da dissipação artificial.
Fig. 7.12 Linhas de pressão constante para uma superfície 
com curvatura de 2 0%
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Fig. 7.13 Coeficiente de pressão para uma superfície com 
curvaturas variando entre 1 % a 2 0%
Para finalizar, a Fig. 7.14 mostra a taxa de convergência 
para uma curvatura de 1%. A comparação entre as taxas de 
convergência para diferentes curvaturas não é apresentada pois a 
mesma demonstrou ser praticamente constante. Conclui-se, então, que 
a solução pode ser obtida com aproximadamente 300 iterações para 
critérios de convergência da ordem de 10E-5, quando emprega-se a 
técnica multigrid para as seguintes malhas:
160x48 volumes - malha fina (h)
- segunda malha (2h)
- terceira malha (4h)
- quarta malha (8h)
- quinta malha (16h)
80x24 volumes 
40x12 volumes 
2 0x6 volumes 
10x3 volumes
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Fig. 7.14 Convergência para uma superfície com curvatura 
de 1 %
No processo "multigrid” foram realizadas 10 iterações na 
quarta malha, 20 iterações na terceira malha, 50 iterações na 
segunda malha e o restante na malha fina, onde é aplicado o ciclo 
W .
Os resultados numéricos obtidos para Mach =0,3 sobre uma 
superfície contendo curvatura demonstram que a presente metodologia 
pode ser empregada para obter soluções para curvaturas da ordem de 
1%. Quando uma discretização espacial de primeira ordem foi usada, 
a distribuição de pressão sobre a superfície não foi captada.
Observou-se ainda que a taxa de convergência manteve-se 
praticamente constante para este problema. Cento e cinqüenta 
iterações são o suficiente para obter resíduos da ordem de 10E-4. 
Portanto, a metodologia apresentada permite obter soluções sobre 
superfícies contendo curvaturas variadas de forma eficiente.
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7.1.3 Perfil NACA 0012 (Mach variando entre 0,005 e 0,8)
O aerofólio NACA 0012 foi escolhido pois ele representa 
os problemas aerodinâmicos de interesse. Todas as soluções para 
escoamentos incompressíveis desta secção foram obtidas para o 
ângulo de ataque 5o.
A malha utilizada é do tipo "C" e contém 256x64 volumes, 
conforme mostra a Fig. 7.15. Esta mostrou ser adequada para números 
de Mach variando entre 0,8 e 0,002 [34]. A malha foi gerada 
elipticamente e possui adequada concentração das linhas nas 
proximidades do aerofólio. Conforme aumenta a distância em relação 
ao corpo, aumenta o tamanho dos volumes. A fronteira externa 
encontra-se a aproximadamente 2 0 comprimentos de corda do aerofólio. 
Usando a relação 2h, as seguintes malhas foram obtidas para o 
processo "multigrid":
256x64 volumes - malha fina (h)
128x32 volumes - segunda malha (2h)
64x16 volumes - terceira malha (4h)
32x8 volumes - quarta malha (8h)
16x4 volumes - quinta malha (16h)
A Fig. 7.16 mostra as linhas de pressão constante 
calculadas para Mach 0,8 e a = 1,25°. Observa-se a formação de 
choque sobre a superfície do aerofólio que, devido ao ângulo de 
ataque, não é simétrico. A boa qualidade do choque apresentado 
depende da função de interpolação usada, que é de segunda ordem.
A Fig. 7.17 compara o coeficiente de pressão obtido
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Fig. 7.15 Malha utilizada para o NACA 0012, "C", 256x64 
volumes
numericamente com o experimental. Verifica-se um pequeno 
deslocamento do coeficiente de pressão em direção a parte traseira 
do aerofólio. Associa-se esta diferença a imprecisões no cálculo da 
geometria utilizada do aerofólio no código computacional. No 
entanto, pode-se dizer que a concordância é boa.
Experiências realizadas pelo autor [35] empregando a 
metodologia para escoamentos a qualquer velocidade demonstraram 
grande dificuldade desta metodologia para captar o coeficiente de 
pressão sobre o aerofólio NACA 0012, conforme mostra a Fig. 7.18, 
quando comparada com a apresentada por Pahlke [83]. Verifica-se que 
o choque some quando do emprego de uma discretização espacial de 
primeira ordem. Por este motivo preferiu-se a formulação 
compressível para resolver os problemas aerodinâmicos de interesse.
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Fig. 7.16 Linhas de pressão constante para o NACA 0012, 
Mach = 0,8 e a = 1,25°
X
Fig. 7.17 Coeficiente de pressão para o NACA 0012, 
Mach = 0,8 e a = 1,25°
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x/L -  0.5
Fig. 7.18 Comparação do coeficiente de pressão para o 
NACA 0012, Mach = 0,85 e a = 0o
A Fig. 7.19 mostra as linhas de pressão constante 
calculadas para Mach 0,5 e a = 5o. Estas são contínuas e variam 
entre -2 , 0  e 1 ,0 , sendo que a variação entre cada linha é 0 ,2 .
Com relação a escoamentos incompressíveis, a Fig. 7.20 
compara o coeficiente de pressão obtido numericamente para Mach = 
0,5 e a = 5o com a solução teórica [84]. Observa-se uma grande 
diferença no coeficiente de pressão (da ordem de 15%). Isto quer 
dizer que a simplificação incompressível não deve ser usada para 
Mach superiores a 0,3, para corpos aerodinâmicos como o NACA 0012.
A Fig. 7.21 mostra as linhas de pressão constante obtidas 
para Mach = 0,3. Estas tendem a se aproximar mais do aerofólio, 
quando comparadas com as linhas de pressão obtidas para Mach = 0,5.
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Fig. 7.19 Linhas de pressão constante para o NACA 0012, 
Mach = 0,5 e a = 5o
-0.00 0.25 0.50 0.75
X
Fig. 7.20 Coeficiente de pressão para o NACA 0012, 
Mach = 0,5 e a = 5o
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Fig. 7.21 Linhas de pressão constante para o NACA 0012, 
Mach = 0,3 e a = 5o
A Fig. 7.22 compara o coeficiente de pressão calculado 
para Mach = 0,3. Observa-se que a diferença no coeficiente de 
pressão já é menor do que 5%. Tais imprecisões nem sempre são 
aceitáveis para problemas aeronáuticos exigindo, então, a 
comparação com a solução experimental.
Dando prosseguimento, soluções para escoamentos a baixa 
velocidade são apresentadas. A Fig. 7.2 3 mostra as linhas de pressão 
constante obtidas para Mach = 0,05. Estas linhas são concordantes 
com as obtidas para Mach 0,5 e 0,3 e tendem a se aproximar mais do 
aerofólio.
O coeficiente de pressão para Mach = 0,05 é indicado na 
Fig. 7.24. As diferenças que existiam para Mach 0,5 e 0,3 tornam-se, 
agora, da ordem de 1 %, conforme o esperado.
-0.00 0.25 0.50 0.75
X
Fig. 7.22 Coeficiente de pressão para o NACA 0012, 
Mach = 0,3 e a = 5o
Fig. 7.23 Linhas de pressão constante para o NACA 0012, 
Mach = 0,05 e a = 5o
0.5 - 
1.0 L
E U L E R
T E Ó R I C O
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X
Fig. 7.24 Coeficiente de pressão para o NACA 0012, 
Mach = 0,05 e a = 5o
A seguir são apresentadas as soluções para Mach 0,005. 
A Fig. 7.25 mostra as linhas de pressão. Praticamente, não existe 
diferença entre as linhas de pressão para Mach 0,05 (Fig. 8.22) e 
0,005, também conforme o esperado.
O coeficiente de pressão para Mach 0,005 é mostrado na 
Fig. 7.26. Este resultado demonstra boa concordância com a solução 
teórica, pois as diferenças são muito pequenas.
No que se segue, apresenta-se e compara-se a taxa de 
convergência para Mach da corrente livre variando entre 0,005 e 0,8. 
A Fig. 7.27 compara as taxas de convergência para malhas diferentes, 
Mach 0,8 e a = 1,25° (256x64, 128x32 volumes), com e sem 
técnicas "multigrid". Observa-se que a eficiência desta técnica 
aumenta com o refino da malha. Enquanto que para uma
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Fig. 7.25 Linhas de pressão constante para o NACA 0012, 
Mach = 0,005 e a = 5o
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X
Fig. 7.26 Coeficiente de pressão para o NACA 0012, 
Mach = 0,005 e a = 5o
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malha de 128x32 volumes o fator de redução é da ordem de 6 vezes, 
para 256x64 volumes este fator é da ordem de 10 vezes.
A comparação da taxa de convergência é também apresentada 
na Fig. 7.28 para Mach 0,1 e 0,01, com técnicas "multigrid" (com 1 
ou 2 passos para cada malha) e sem estas. Verifica-se que o fator 
10 é um pouco reduzido. Mesmo assim, a técnica "multigrid” pode ser 
eficientemente empregada para escoamentos incompressíveis. A Fig. 
7.28 mostra ainda que 2 passos para cada malha são aconselháveis no 
processo "multigrid" em caso de escoamentos a baixa velocidade [34]. 
A Fig. 7.29 compara a taxa de convergência para Mach = 0,1 com e sem 
técnicas "multigrid".
1 - COM MULTIGRID - 128X32 VOLUMES
2 - COM MULTIGRID - 256X64 VOLUMES




1 - M A C H  = 0.01 - C O M  M U L T I G R I D  (1 P A S S O )
2 - M A C H  = 0.1 - C O M  M U L T I G R I D  (2 P A S S O S )
3 - M A C H  = 0.01 - C O M  M U L T I G R I D  (2 P A S S O S )
4 - M A C H  = 0.1 - S E M  M U L T I G R I D
500 1000 1500 2000 2500 3000
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Fig. 7.28 Comparação da convergência para o NACA 0012 
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Fig. 7.29 Convergência para o NACA 0012, Mach 0,1 e 
a = 5o
115
Para finalizar, na Fig. 7.30 são mostradas histórias da 
convergência para valores de Mach variando entre 0,8 e 0,005. 
Verifica-se que o número dê iterações quadruplica quando o número 
de Mach varia entre 0,8 e 0,005 para coeficiente e = 0,8 na média 
dos resíduos e para um critério de convergência 10E-4. Este 
comportamento pode ser melhorado escrevendo-se e variável como uma 
função do número de Mach (e = 9 M2, conforme Dr. Radespiel do DLR) .
A Fig. 7.31, por sua vez, mostra a taxa de convergência 
para Mach =0,1 para diferentes malhas (32x8, 64x16, 128x32 e 256x64 
volumes). Verifica-se que menos de 10% das iterações necessárias 
para obter a solução numa malha contendo 256x64 volumes é suficiente 
numa malha contendo 32x8 volumes. No entanto, aproximadamente, 20% 
das iterações são necessárias para uma malha contendo 64x16 volumes.
A Fig. 7.32 apresenta o comportamento da convergência para 
o coeficiente de sustentação, Mach = 0,1, com e sem técnicas 
"multigrid". Verifica-se um rápido equilíbrio do coeficiente de 
sustentação quando do emprego desta técnica. Tal comportamento 
talvez seja causado pelo emprego de malhas grossas que, com os seus 
grandes volumes, permitem um rápido equilíbrio global do método de 
solução numérica.
Verifica-se, então, que são necessárias mais iterações 
para obter soluções a baixa velocidade. Este comportamento está 
associado à dificuldade de escalar adequadamente a dissipação 
artificial e o passo de tempo quando o número de Mach tende a zero, 
uma vez que o conjunto de autovalores resultante dificulta a solução 
do sistema de equações. Mesmo assim, o critério de convergência 




Fig. 7.30 Convergência para o NACA 0012 para Mach 
variando entre 0,8 e 0,005, a = 5o
-o .o M A L H A
1 - 32X8 V O L U M E S
2 - 6 4 X 1 6  V O L U M E S
3 - 1 2 8 X 3 2  V O L U M E S  
4 - 256X64 V O L U M E S
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Fig. 7.31 Convergência para o NACA 0012 para malhas 
diferentes, Mach = 0,1 e a = 5o
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Fig. 7.32 Convergência do coeficiente de sustentação para 
o NACA 0012, Mach = 0,01 e a = 5o
Os resultados numéricos obtidos para escoamentos 
compressíveis e incompressíveis sobre o aerofólio NACA 0012 
demonstram que a presente metodologia pode ser empregada para obter 
soluções com precisões da ordem de 1% no Cp sobre corpos 
aerodinâmicos. A segunda malha, contendo 128x32 volumes, fornece 
precisões da ordem de 3% no Cp para Mach variando entre 0,3 e 0,05, 
conforme testes realizados pelo autor [34]. Neste caso o principal 
interesse é a determinação do coeficiente de pressão sobre a 
superfície do corpo, para o cálculo da força de sustentação.
O emprego de técnicas "multigrid" proporcionou economias 
da ordem de 90% para a solução de escoamentos transônicos e da ordem
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de 70% para escoamentos subsônicos. A diminuição da eficiência para 
escoamentos incompressíveis deve-se provavelmente ao uso de 
coeficientes para escalar a dissipação artificial e para escalar a 
média dos resíduos, que ainda merecem trabalhos de otimização. 
Verifica-se ainda que a eficiência desta técnica aumenta cora o 
aumento do número de volumes da malha fina. Preferiu-se a utilização 
de 5 malhas pois a última destas já é suficientemente grossa para 
amortecer os componentes dos erros que não são amortecidos nas 
malhas mais refinadas.
Foram necessários 2 passos (iterações) para cada malha 
e o ciclo "multigrid" W quando da solução de escoamentos 
subsônicos. Verificou-se que o coeficiente de sustentação é 
rapidamente determinado quando do emprego desta técnica. Desta forma 
acredita-se que os grandes volumes que aparecem nas malhas grossas 
proporcionem um rápido equilíbrio global do procedimento de solução.
7.1.4 Placa com extremidade cilíndrica 
(Mach entre 0,05 e 1,5)
Uma placa, de comprimento infinito perpendicular ao plano 
do papel, com extremidade cilíndrica, é escolhida para ser 
testada sob escoamentos subsônicos, transônicos e supersônicos. 
A malha utilizada é do tipo "C", conforme mostra a Fig. 7.33, 
gerada algebricamente, e contém 144x48 volumes, sendo 144 na 
direção longitudinal e 48 na direção radial. Os volumes nas 
proximidades do corpo são do tipo retangular e o seu tamanho
Fig. 7.33 Malha utilizada para a placa com extremidade 
cilíndrica
aumenta conforme aumenta a distância em relação ao corpo. 0 domínio 
externo estende-se até, aproximadamente, 30 vezes o diâmetro da 
parte cilíndrica.
A Fig. 7.34 apresenta as linhas de Mach constantes, 
obtidas para escoamento incompressível a Mach 0,05. As linhas tendem 
a se aproximar do corpo e a sua forma é semelhante a das linhas 
obtidas para um cilindro circular.
As linhas de pressão constante para escoamento transônico 
a Mach 0,8 e a = 0o são mostradas na Fig. 7.35. Observa-se a 
formação de choque logo após a parte cilíndrica. Esta formação é 
esperada pois a velocidade aumenta e o número de Mach ultrapassa a 
unidade.
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Fig. 7.34 Linhas de Mach constante para a 
com extremidade cilíndrica, Mach 0,05
Fig. 7.35 Linhas de pressão constante para 




A Fig. 7.36 mostra as linhas de pressão constante 
calculadas para Mach 1,5 e a = 0o. Para este caso, o choque 
forma-se um pouco antes do corpo. Observa-se, ainda, algumas 
oscilações na região do surgimento do choque as quais podem ser 
eliminadas refinando a malha.
Fig. 7.36 Linhas de pressão constante para a placa 
com extremidade cilíndrica, Mach = 1,5.
Portanto, a presente metodologia pode ser empregada para 
resolver escoamentos incompressíveis, compressíveis subsônicos, 
transônicos e supersônicos. Neste trabalho, soluções hipersônicas 
não são apresentadas. O leitor interessado nestes escoamentos pode 
consultar a bibliografia especializada [6 ].
Na Fig. 7.37 mostra-se a taxa de convergência para Mach 
0,8. Para a técnica "multigrid" (multigrade) foram empregadas as 
seguintes malhas:
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Fig. 7.37 Convergência para a placa com extremidade 
cilíndrica, Mach = 0,8
- malha fina (h)
- segunda malha (2h)
- terceira malha (4h)
- quarta malha (8h)
- quinta malha (16h)
Para este problema são necessários aproximadamente 300 









A seguir soluções aerodinâmicas para um cilindro 
hemisférico (3D) usando funções de interpolação unidimensionais são 
apresentadas e comparadas com a solução apresentada por Azevedo 
[17]. O cilindro hemisférico foi escolhido por sua simplicidade 
geométrica e pela sua forma representar a forma geral de veículos 
lançadores.
A Fig. 7.38 mostra a malha utilizada, com 34x26x19 
volumes. Trinta e quatro volumes são escolhidos para a direção 
longitudinal, 26 para a direção radial e 19 para a direção 
circunferencial. A malha possui maior concentração das linhas na 
região do hemisfério, de forma a captar os gradientes de interesse 
com mais facilidade. Os volumes tendem à forma paralelipédica 
possuindo maiores dimensões nas proximidades do corpo.
A Fig. 7.39 mostra as linhas de massa específica constante 
obtidas para o cilindro submetido a Mach 0,6 e a = 0o. O coeficiente 
de pressão correspondente é apresentado e comparado na Fig. 7.40, 
para funções de interpolação de primeira e de segunda ordem.
A solução obtida através da metodologia para qualquer 
regime de velocidade apresenta um comportamento indesejável. As 
maiores variações do coeficiente de pressão foram suavizadas. Esta 
tendência de suavização das curvas deve ser creditada a excessiva 
dissipação numérica presente na discretização espacial de primeira 
ordem. Um estudo mais detalhado sobre este problema pode ser visto 
em [33].
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Fig. 7.38 Malha para o cilindro hemisférico, 34x26x19 
volumes
Fig. 7.39 Linhas de massa específica constante para o 
cilindro hemisférico, Mach = 0 , 6  e a = 0o
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CIUNORO HEMISFERICO MACH = 0.6 ALFA = 0 GRAUS
Fig. 7.40 Coeficiente de pressão para o cilindro 
hemisférico, Mach 0,6 e a = 0o
A Fig. 7.41 mostra as linhas de massa específica 
constante calculadas para Mach 0,85 e a = 6o. Estas são concordantes 
com as obtidas para Mach 0,6. Devido à presença de um ângulo de 
ataque, as linhas não são simétricas em relação à linha de centro 
do cilindro.
Os resultados numéricos obtidos para escoamento 
compressível sobre o cilindro hemisférico demonstram que uma 
discretização espacial de primeira ordem diminui a precisão do 
coeficiente de pressão para geometrias mesmo bojudas. Para 
geometrias aerodinâmicas como o NACA 0012 o coeficiente de pressão 
obtido usando uma discretização espacial de primeira ordem é 
impreciso e não será usado para análises aeroelásticas [35].
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Fig. 7.41 Linhas de massa específica constante para
o cilindro hemisférico, Mach = 0,85 e a = 6o
7.2 Resultados estiruturais
A validação da parte estrutural do código computacional, 
para o elemento de viga que usa a teoria de Timoshenko [73], aqui 
apresentada, é feita através da comparação entre as soluções 
analíticas e numéricas. Por exemplo, considere uma viga engastada 
com um carregamento no seu extremo conforme mostra a Fig. 7.42. As 
características da geometria e do material são as seguintes:
E = 2,1E11 N/itr
G = 8,077E10 N/m2
R = 1,0 m
r = 0,97 m
L = 6 , 0 m
r = 7834 kg/m3
u = 0,3
- módulo de elasticidade longitudinal




- massa específica do material
- coeficiente de Poisson
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Os resultados são apresentados e comparados na Tab. 7.1, 
onde o programa DIEIXO, usado para comparação, constitui-se num 
código computacional desenvolvido para a solução de rotores 
flexíveis do grupo GRANTE desta universidade e fornecido pelo Prof. 
Barcellos.
Estes resultados mostram que a solução para uma viga de 
Timoshenko apresenta o mesmo valor, quando comparada com a do 
programa DIEIXO. A solução para uma viga de Euler é a mesma que a 
solução analítica pois, neste caso, foram desconsiderados os termos 
relativos ao cisalhamento. Isto demonstra que o programa 
desenvolvido resolve corretamente problemas estáticos de viga.













1 primeiro 0 , 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0
2 segundo 2,8190E-06 4,0753E-06 4,0753E-06
3 terceiro 9,8666E-06 1,2379E-05 1,2379E-05
4 quarto 1,9028E-05 2,2797E-05 2,2797E-05 1,9028E-05
A solução analítica da Tab. 7.1 para o elemento de viga 
é dada por [85]
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onde q3 representa a deflexão na direção de aplicação da força.
Afim de validar a parte dinâmica do programa estrutural 
foi escolhida a solução do problema apresentado por Feng [8 6 ]. Para 
este caso, os dados estruturais são os seguintes:
Fig. 7.42 Modelo para um elemento de viga (4 nós)
E = 2,0E11 N/nr 
G = 8,077E10 N/m2
I = 9,425E-02 m4 
L = 30 m 
r = 7800 kg/m3 
l) = 0,3
- módulo de elasticidade longitudinal
- módulo de elasticidade transversal
- momento de inércia
- comprimento
- massa específica do material
- coeficiente de Poisson
O valor da segunda freqüência natural é apresentado na
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Tabela 7.2. Este, por sua vez, é comparado com a solução obtida 
para um "rod = barra longa" [8 6 ], que pode ser escrita como
wa = (1, 5067t) E I  
m L 4
onde m representa a massa da estrutura.











14,09 14,01 14,0 16, 38
Observa-se que as freqüências naturais são concordantes 
e que o presente programa pode ser usado para análises dinâmicas 
estruturais uma vez que as matrizes estão sendo obtidas de forma 
correta.
Para a solução de problemas dinâmicos emprega-se, neste 
trabalho, métodos de integração direta como o de Newmark e Houbolt
[27] para o qual devem ser feitas considerações relativas ao 
decaimento de amplitude e elongação de período. Alguns métodos de 
soluções analíticas para problemas modelo também podem ser 
encontrados em [87].
A viga indicada na Fig. 7.42 é submetida inicialmente a 
determinada carga. Se esta carga for instantâneamente retirada, a 
viga permanecerá oscilando quando da não existência de amortecimento
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(situação irreal). Isto acontece na solução obtida numericamente. 
Para o método de Newmark há a tendência de pequena elongação de 
período para os intervalos de tempo utilizados. No método de Houbolt 
aparece decaimento de amplitude e elongação de período maiores que 
para o método de Newmark.
Os resultados numéricos obtidos para problemas estáticos 
e dinâmicos de viga demonstram boa concordância com os resultados 
analíticos. Para o problema dinâmico de viga preferiu-se uma 
integração direta.
Diante das soluções aerodinâmicas e estruturais obtidas, 
apresenta-se a seguir algumas soluções aeroelásticas que são 
comparadas com alguns modelos aeroelásticos. Os problemas escolhidos 
são um painel, um modelo bidimensional de um aerofólio e um cilindro 
hemisférico.
7.3 Resultados aeroelásticos
Afim de melhor entender o comportamento estrutural 
esperado, considere o sistema massa-mola-amortecedor indicado no 
apêndice A. É claro que a obtenção da solução dinâmica de uma 
estrutura real é mais elaborada que para sistemas simples contendo 
massa-mola-amortecedor. No entanto, isto ajuda-nos a entender o 
comportamento dinâmico estrutural a ser obtido.
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7.3.1 Painel (bidimensional)
O painel, conforme modelo indicado no apêndice A, foi 
escolhido pois os experimentos sugerem que ele comporta-se 
essencialmente como um aerofólio. A malha do problema do painel 
engastado nas duas extremidades é similar à indicada na Fig. 7.9. 
Este problema consiste em resolver a equação para uma viga cujo 
carregamento é a pressão aerodinâmica a qual é fornecida pela 
solução das equações do escoamento potencial.
Nas figuras 7.43 e 7.44, mostram-se os deslocamentos do 
painel obtidos para espessuras do mesmo um pouco maiores e um pouco 
menores (3%) que a espessura crítica de 1,5 mm apresentada no 
apêndice A na secção A. 3. Estes resultados foram obtidos 


















PAINEL 2 0  - E S C O A M E N T O  POTENCIAL
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Fig. 7.43 Deslocamentos do painel para espessura de 
1,45 mm
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algumas iterações antes da divergência do processo de solução. Os 
deslocamentos apresentados não podem ser analisados através de uma 
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PAINEL 20 - ESCOAMENTO POTENCIAL
VIGA DE EULER (30 ELEMENTOS) 
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Fig. 7.44 Deslocamentos do painel para espessura de 
1,55 mm
Como o painel encontra-se engastado nas duas extremidades, 
ele perde a estabilidade por divergência para escoamentos subsônicos
[88 ] .
0 s resultados numéricos obtidos para o painel submetido 
ao escoamento incompressivel (Mach - 0,282) indicam que se pode 
simular o escoamento potencial sobre uma superfície curva de pequena 
curvatura de forma correta. As soluções do escoamento utilizando as 
equações do escoamento potencial ou as equações de Euler são quase 
idênticas para superfícies de curvatura moderada, conforme já
demonstrado para o aerofólio NACA 0012. A simulação da parte 
estrutural pode ainda ser obtida empregando-se um elemento de placa 
ao invés de um elemento de viga.
7.3.2 Aerofólio (2D)
O comportamento aeroelástico de um aerofólio submetido a 
um escoamento incompressível a Mach 0,2, é apresentado a seguir. O 
modelo aeroelástico utilizado é constituído por um sistema massa- 
mola com dois graus de liberdade conforme mostrado no apêndice A 
na secção A. 3. Através da utilização de uma mola vertical bem rígida 
tem-se pequenos deslocamentos verticais. Neste caso, a solução 
constitui-se principalmente de um movimento de rotação, que é 
controlado pela rigidez torsional da mola. Esta rigidez foi 
escolhida de forma que a variação máxima do ângulo de ataque seja 
inferior a a/5.
A Fig. 7.45 mostra a solução obtida para o modelo 
aeroelástico já uindicado, com o carregamento aerodinâmico obtido 
usando as equações de Euler.
Os resultados numéricos obtidos para escoamento 
incompressível (Mach = 0,2) sobre o aerofólio do modelo indicado no 
apêndice demonstram concordância com a solução esperada. Neste 
caso somente dois graus de liberdade são considerados. A solução 
aerodinâmica obtida através das equações de Euler foi utilizada para 
o cálculo da força de sustentação e para o cálculo do momento torsor 
agindo sobre o centro de torção, que fica localizado a 
aproximadamente 35% do comprimento da corda.
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APROXIMAÇÃO DA SOLUÇÃO AEROELASTICA - NACA 0012 
MACH = 0.2 - ÂNGULO = 5.0 GRAUS
TEMPO (s)
Fig. 7.45 Aproximação da solução aeroelástica para o 
aerofólio NACA 0012
O comportamento da solução era o esperado [18]. O 
aerofólio oscila em torno de um ângulo médio, observando-se 
decaimento de amplitude da oscilação com o passar do tempo, pois a 
mola utilizada para controlar a deflexão angular é bastante rígida. 
O rápido decaimento de amplitude obtido é auxiliado pelo 
amortecimento numérico do método de solução usado para resolver o 
problema dinâmico estrutural.
7.3.3 Cilindro hemisférico (3D)
Para finalizar, resultados aeroelásticos são apresentados 
para um cilindro hemisférico engastado em sua base (condição irreal) 
e submetido a um escoamento transônico a Mach 0,85 e a = 6o. Este 
problema foi escolhido para verificar o comportamento qualitativo
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do código computacional usando uma geometria que representa a forma 
geral de um veículo lançador.
A malha utilizada para esta comparação qualitativa é 
grossa e possui 17x15x16 volumes. Esta malha contém 17 pontos na 
direção longitudinal, 15 na direção radial e 16 na direção 
circunferencial. Uma malha mais refinada deve ser usada para uma 
análise quantitativa (50x40x30 volumes por exemplo). No entanto, 
procurou-se melhor concentração nas regiões de interesse, ou seja, 
na parte hemisférica e submeteu-se o citado cilindro a Mach = 0,85.
A Fig. 7.46 mostra os deslocamentos do nariz do cilindro 
quando submetido ao citado escoamento. Estas soluções foram obtidas 
para comportamento de corpo rígido até resíduos da pressão da ordem 
de 0,005 quando, instantâneamente, a estrutura passa a ser 
flexível. O cilindro possui as seguintes características:
5 m - comprimento
0 , 1  m - espessura da parede
1 ,5 m - diâmetro externo
A Fig. 7.47 compara a solução aeroelástica para espessuras 
diferentes da parede do cilindro pois o mesmo é oco. Um cilindro 
maciço com as dimensões e materiais apresentados seria extremamente 
rígido e possuiria deslocamentos desprezíveis. Um cilindro 
extremamente rígido, por sua vez, pode ser usado para verificar 
erros do código computacional, caso existam.
Os resultados numéricos obtidos para escoamento 
compressível sobre o cilindro hemisférico, embora qualitativos, 
demonstram um comportamento conforme o esperado. 0 rápido decaimento 
de amplitude verificado principalmente para o caso do comprimento 
do cilindro 5m e espessura 1 0 cm deve-se também ao At utilizado.
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Fig. 7.46 Deslocamentos verticais do nariz do cilindro, 
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Fig. 7.47 Comparação dos deslocamentos verticais do nariz 
do cilindro, Mach 0,85 e a = 6o
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Como a estrutura é bastante rígida, o período de 
oscilação é pequeno exigindo, assim, a escolha de um At menor para 
o método de Houbolt (veja a Fig. 5.1). Observa-se ainda que quanto 
mais rígida for a estrutura, maior tende a ser a freqüência de 
oscilação e, como conseqüência, menor tende a ser a amplitude de 
oscilação. Observa-se que a amplitude das deflexões aumenta 
conforme diminui a espessura da parede do cilindro e aumenta 
conforme aumenta o comprimento do cilindro para espessura de parede 
constante.
Uma análisa quantitativa, por outro lado, envolveria o 
emprego de uma malha da ordem de 50x40x30 volumes para uma 
discretização espacial de segunda ordem. Preferiu-se então uma 
análise qualitativa com uma malha de 17x15x16 volumes.
A seguir apresenta-se as conclusões e contribuições do 
presente trabalho.
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8. CONCLUSÕES E CONTRIBUIÇÕES
O presente trabalho teve por objetivo obter uma 
metodologia para a solução de problemas aerodinâmicos compressíveis 
e incompressíveis (pelo menos entre Mach 1,2 e 0,01) e a sua 
extensão para a solução de alguns problemas aeroelásticos. Esta 
ferramenta usa volumes finitos para a parte aerodinâmica e elementos 
finitos para a parte estrutural. O modelo emprega as equações de 
Euler para o problema aerodinâmico (2D e 3D) e elementos de viga 
para a parte estrutural.
Foram descritas as discretizações espaciais da metodologia 
compressível com e sem pré-condicionamento e da metodologia para 
escoamentos a qualquer velocidade. Durante a discretização foram 
indicadas as principais características de cada método. A 
preferência pela formulação compressível neste trabalho está 
associada a capacidade desta representar adequadamente o coeficiente 
de pressão sobre geometrias aerodinâmicas submetidas a escoamentos 
de alta e baixa velocidade. Isto é importante para estender a 
metodologia para análises aeroelásticas.
O emprego de coordenadas generalizadas permite que a 
metodologia usada para resolver problemas aerodinâmicos possa ser 
facilmente aplicada na resolução de escoamentos sobre geometrias 
complexas. A metodologia empregada neste trabalho pode, com 
facilidade, ser estendida para outras aplicações envolvendo 
interação entre ar e estruturas. Como a discretização espacial 
empregada no problema aerodinâmico é de segunda ordem no espaço e 
no tempo, pode-se empregar esta metodologia para a solução de 
estruturas mais flexíveis.
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O método normalmente empregado para a solução de 
escoamentos compressíveis é estendido para resolver problemas 
incompressíveis. A implementação do código computacional empregando 
esta metodologia demonstrou ser relativamente simples. Devido ao 
baixo número de operações a serem realizadas por iteração, o custo 
de projeto é relativamente baixo. Empregando-se esta metodologia, 
soluções aerodinâmicas para o NACA 0012, uma superfície contendo 
curvatura, uma placa com extremidade cilíndrica e um cilindro são 
apresentadas para valores de Mach da corrente livre variando entre 
0,005 e 1,5.
A discretização espacial em volumes finitos baseada no 
arranjo co-localizado de variáveis com armazenamento nos centros ou 
nos nós do volume de controle e com o método de Runge-Kutta (5 
estágios) são usados para resolver escoamentos compressíveis e 
incompressíveis, demonstrando que a solução segregada das equações 
diferenciais se constitui numa alternativa para a solução de 
problemas aerodinâmicos.
A disposição das variáveis nos nós do volume de controle 
foi preferida para a aplicação da técnica "multigrid", pois isto 
facilita a injeção das variáveis da malha fina para as malhas 
grossas. Para a disposição co-localizada com as variáveis 
armazenadas nos centros do volume de controle deve-se executar 
algumas aproximações adicionais para a injeção das variáveis.
A metodologia normalmente usada para problemas 
compressíveis [24] demonstrou manter quase as mesmas características 
na solução de problemas aerodinâmicos a baixa velocidade, podendo-se 
usar todas as técnicas para acelerar a convergência normalmente 
usadas naquela formulação. Esta metodologia permite informar
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adequadamente a solução aerodinâmica que é necessária para calcular 
os coeficientes de pressão para o cálculo da sustentação de 
geometrias aerodinâmicas.
Foram tomados cuidados especiais na escolha dos 
coeficientes utilizados para determinar o passo de tempo, a 
dissipação artificial e as técnicas de aceleração da convergência. 
Cuidados adicionais foram tomados para as condições de contorno, 
principalmente para a condição de contorno longe do corpo "far 
field". Neste caso consegue-se diminuir o domínio computacional 
necessário com condições de contorno prescritas para resolver 
problemas aerodinâmicos incompressíveis da ordem de 70%. Os 
autovalores e autovetores empregados neste caso devem ser 
apropriados para as velocidades dos escoamentos em estudo, portanto, 
devem ser adequados para resolver escoamentos a altas e baixas 
velocidades.
A partir dos campos iniciais estimados o processo 
iterativo de cálculo aerodinâmico sempre convergiu para a solução 
em regime permanente. Este processo permite usar CFL da ordem de 7,5 
e as soluções foram sempre fisicamente realísticas.
Os resultados numéricos indicam que, para os problemas em 
estudo, o coeficiente de dissipação k4 pode ser escolhido entre 
1/48 e 1/256 sem alterar significativamente os resultados [40]. 
Como a dissipação artificial é usada apenas para amortecer as 
oscilações e é constituída de termos de terceira ou de quarta ordem, 
o valor de k4 pode teoricamente possuir variações ainda maiores.
Observou-se ainda que os esquemas "upwind" de primeira ou 
de segunda ordem são menos precisos que esquemas em "diferenças 
centrais" para escoamentos a baixa velocidade sobre geometrias
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aerodinâmicas, mas o suficiente quando de segunda ordem [5]. 
Portanto, eles devem ser preferidos na solução de escoamentos a 
qualquer velocidade com grandes variações do número de Mach 
(variação maior que entre 0,005 e 1,5). Pode-se, então, escolher 
funções de interpolação de primeira, segunda ou de ordem superior, 
dependendo da precisão necessária para cada problema. Como o custo 
aumenta proporcionalmente com a ordem da interpolação utilizada 
usa-se sempre que possível interpolações de baixa ordem. Portanto, 
deve-se adequar a ferramenta ao problema a ser resolvido.
Os resultados aerodinâmicos obtidos, usando as equações 
de Euler, permitem concluir que é possível e preferível acelerar 
a taxa de convergência para obter soluções em regime permanente 
empregando a técnica "multigrid" (multigrade). Entretanto, a 
eficiência desta técnica diminui para escoamentos incompressíveis 
quando comparada com a solução de problemas transônicos [6 ](de 90% 
para 70%). Para escoamentos a baixa velocidade, a experiência também 
indicou [34] que é melhor usar dois passos (Runge-Kutta) para cada 
malha. Desta forma, pode-se obter soluções aerodinâmicas precisas 
para as equações de Euler com aproximadamente 300 iterações, para 
números de Mach variando entre 0,8 e 0,01 sobre um aerofólio.
A comparação entre as soluções numéricas e teóricas 
(experimentais) é encourajadora, especialmente o emprego de técnicas 
para acelerar a convergência as quais fornecem grande economia de 
tempo computacional. O procedimento de cálculo aerodinâmico 
apresentado neste trabalho já foi validado para valores de Mach da 
corrente livre variando entre 20,0 e 0,3 [6 ]. Este procedimento foi 
extendido e validado pelo autor [34] até Mach da ordem de 0,002 para 
escoamentos sobre aerofólios.
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As soluções dos problemas estruturais apresentadas, tanto 
para problemas estáticos como para problemas dinâmicos de viga, 
demonstraram boa concordância com a solução teórica. Preferiu-se a 
escolha de um elemento de viga para testar a metodologia. Visando 
a extensão desta metodologia para estruturas mais complexas, 
elementos de placa e casca podem ser implementados. Pode-se 
comparar a solução obtida com o elemento de viga para o problema do 
painel com elementos de placa e/ou casca.
O problema aeroelástico aqui apresentado se constitui da 
combinação entre o problema aerodinâmico e estrutural. O acoplamento 
entre as equações de Euler e as equações do movimento é demonstrado. 
Preferiu-se esta escolha, pois a obtenção de um esquema único de 
integração entre as equações de Euler/Navier-Stokes para o problema 
aerodinâmico e de elementos estruturais é de difícil execução. Esta 
dificuldade está associada aos sistemas de matrizes obtidos que 
possuem problemas de condicionamento.
Existem atualmente muitos trabalhos de pesquisa visando 
melhorar o acoplamento aeroelástico. Se por um lado esquemas de 
integração única produzem teoricamente melhores resultados, por 
outro lado os métodos empregados para isso geralmente não se 
preocupam com a conservação das propriedades do escoamento 
localmente (balanço) e são geralmente limitados. Portanto, o ideal 
seria uma metodologia única que garanta as propriedades do 
escoamento localmente, onde elas se fazem necessárias.
No acoplamento entre programas preparados para problemas 
aerodinâmicos e estruturais separadamente, por outro lado, tem-se 
que considerar as imprecisões do acoplamento e minimizá-las, 
otimizando assim o problema. Neste sentido muitos trabalhos vem
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sendo realizados.
Os fenômenos aeroelásticos como "flutter", "buffeting", 
dentre outros, não foram verificados neste trabalho. Para isto deve- 
se obter as condições críticas, que são relacionadas com às 
velocidades denominadas de velocidades críticas. Portanto, no 
presente trabalho verificou-se o comportamento de estruturas 
relativamente rígidas que são excitadas pelo carregamento 
aerodinâmico com as equações de Euler.
Simulações aeroelásticas envolvendo vórtices, por outro 
lado, necessitara de malhas mais finas para serem calculadas. Neste 
caso deve-se empregar equações mais completas para o escoamento. 
Usando o presente procedimento, soluções aeroelásticas são obtidas 
para um painel, um modelo bidimensional de um aerofólio e soluções 
qualitativas são apresentadas para um cilindro hemisférico.
Para finalizar, a metodologia aerodinâmica aqui 
apresentada serviu como base para extensão do código "CEVCATS" do 
DLR "Institute of Design Aerodynamics - Braunschweig" para a solução 
de escoamentos a baixa velocidade. No momento o código preparado 
para escoamentos compressíveis tridimensional do DLR está sendo 
estendido para a solução de problemas aerodinâmicos incompressíveis 
tridimensionais envolvendo as equações de Navier-Stokes.
Deve-se ressaltar ainda o bom desempenho da metodologia 
aerodinâmica apresentada, que vem envolvendo trabalhos de pesquisa 
e teses para a solução de problemas aerodinâmicos a alta e baixa 
velocidade. Há ainda interesse de aplicação da presente metodologia 
na análise de problemas de escoamentos para pequenos insetos. Este 
trabalho de pesquisa interdisciplinar visa melhor entender estes 
seres vivos e a influência da modificação das características do
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meio ambiente sobre os mesmos. Devido à complexidade e a delicadeza 
do problema, devem ser utilizados modelos eficientes, uma vez que 
as dimensões envolvidas são muito pequenas e as velocidades de 
escoamento poderão ser baixas e/ou relativamente altas.
A pesquisa bibliográfica também indica a dificuldade de 
encontrar-se trabalhos com comparação para a parte aeroelástica na 
literatura. Por este motivo, as soluções apresentadas neste trabalho 
são comparadas com os modelos teóricos, quando existentes. Por todos 
estes motivos, o presente trabalho contribui para a solução do 
complexo problema aerodinâmico e aeroelástico encontrado na 
engenharia. Entretanto, muitos outros trabalhos devem ainda ser 
realizados.
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A. O PROBLEMA AEROELÁSTICO
A.l Introdução
A aeroelasticidade é a ciência que estuda a interação 
natural entre as forças aerodinâmicas e as forças elásticas, e a 
influência desta interação no projeto de um corpo, como por exemplo 
[2] [3] [89]. Os fenômenos aeroelásticos ocorrem quando as 
deformações estruturais produzem forças aerodinâmicas adicionais, 
que, por sua vez, produzem novas deformações. Tais interações podem 
tornar-se pequenas e tenderem ao equilíbrio, ou grandes e tendem 
à destruição da estrutura.
O triângulo da aeroelasticidade constitui-se numa boa 
ferramenta para entender os fenômenos aeroelásticos [3], conforme 
mostrado na Fig. A.l. Basicamente três área da mecânica aplicada são 
necessárias para estudos aeroelásticos, a saber dinâmica, 
elasticidade e aerodinâmica.
Conforme indicado na Fig. A.l, a aeroelasticidade estuda 
a interação entre as forças aerodinâmicas, elásticas e da inércia, 
e o seu efeito no comportamento dinâmico de uma estrutura. Tais 
interações produzem oscilações as quais poderão ser amortecidas ou 
poderão permanecer aproximadamente constantes ou ainda tender à 
destruição da estrutura.
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Fig. A.l Triângulo da aeroelasticidade
A.2 Principais fenômenos aeroelásticos
Os principais fenômenos aeroelásticos, dentre outros, são 
"flutter = tremulação, vibração, oscilação aeroelástica", 
"buffeting = trepidação irregular” e "divergência” [3]. Estes são 
efeitos estáticos e dinâmicos conforme definições apresentadas a 
seguir:
"Flutter” é a principal instabilidade dinâmica que ocorre 
com um avião em vôo para velocidades denominadas de "velocidades 
de flutter" para a qual a elasticidade da estrutura assume um papel
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importante. "Flutter" pode ser definido como a instabilidade 
dinâmica de um corpo elástico numa corrente. As forças necessárias 
para produzir este fenômeno são aquelas devido às deformações 
elásticas da estrutura. A experiência tem mostrado que o primeiro 
modo de flexão ou o primeiro modo de torção da estrutura conduz ao 
modo critico de "flutter”.
Para a velocidade crítica de "flutter", a oscilação de um 
aerofólio pode manter-se sozinha com amplitude aproximadamente 
constante. Para velocidades de escoamento um pouco acima da crítica, 
um pequeno distúrbio do aerofólio serve como início de uma oscilação 
forte.
"Buffeting" são vibrações transientes de componentes 
estruturais de um avião, por exemplo, devido a impulsos 
aerodinâmicos produzidos pela esteira atrás de asas, fuselagem e 
outros componentes. Este fenômeno também pode ser definido como o 
movimento irregular de partes ou de toda a estrutura em um 
escoamento excitado pela presença de turbulência no mesmo.
"Divergência" é uma instabilidade estática de uma 
superfície de sustentação de um avião, por exemplo, em vôo para a 
velocidade denominada de velocidade de divergência.
Os aviões modernos estão sujeitos a muitos tipos de 
"flutter". O tipo clássico envolve o acoplamento de 2 ou mais graus 
de liberdade. O tipo não clássico pode envolver separação de camada 
limite e outros fenômenos devido à iteração entre as forças 
aerodinâmicas adicionais que afetam a resposta global da estrutura.
Alguns exemplos típicos de oscilações aeroelásticas são:
- oscilação de linhas de telefone
- oscilação de linhas de televisão
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- vibração de asas
Os modelos aeroelásticos podem ser classificados como 
estáticos e dinâmicos e alguns exemplos são apresentados a seguir.
A.3 Modelos estáticos e dinâmicos
a) Condição de divergência para uma asa rígida 
elasticamente restrita
Para modelos estáticos o tempo não aparece como variável 
independente fazendo com que as forças de inércia sejam eliminadas 
das equações de equilíbrio. Considere o comportamento de uma asa 
rígida elasticamente restrita submetida a um escoamento 
bidimensional, conforme mostrado na Fig. A.2.
Deseja-se obter a posição de equilíbrio para um aerofólio 
submetido a velocidade V. A força de sustentação que age no 
aerofólio indicado na Fig. A.2 é dada por
dc
L = q.c.cL = g c - ^  (0 + a) (A.l)
Quando a direção da corrente livre coincide com a linha 
de momento zero, a = 0 , o torque é descrito como
do
M  = L. ec = g. c. ec. -=-£ (0+a) (A. 2)
o a
onde
0 momento de restauração elástico correspondente ao ângulo 
de giro 0 é ka0. Do equilíbrio de momentos, obtém-se
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ôc
kaQ = M t = g. c. ec. (0+a) 
“ c da
que resulta para 0
0 =
2 dCL 
q -e -c !tea
ka-g. e. c2- ^  
“ aa
(A.3)
A condição de divergência é encontrada quando o 
denominador da equação para 0 (Eq. A.3) tende a zero, ou seja
\
2k„
p . e. c 2 dCL
da
(A.4)
A variação do coeficiente de sustentação com a pode ser 
aproximada para aerofólios submetidos a escoamentos incompressíveis
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[82] [90] usando a seguinte relação
_ = 2«(l+0.77 —  )cosa (A.5)
da c
b) Modelo de "flutter" para um aerofólio e uma asa
O "flutter11 é um problema de estabilidade dinâmica de 
grande interesse. Ele pode ser classificado em duas categorias. Na 
primeira categoria, encontram-se os fenômenos devido ao escoamento 
potencial onde os efeitos da camada limite podem ser 
desconsiderados. Este é também denominado de "flutter" clássico. Na 
segunda categoria encontram-se os fenômenos devido à formação de 
vórtices. Afim de modelar o fenômeno de "flutter" clássico inicia-se 
pela obtenção das equações do movimento ou do equilíbrio dinâmico.
Da aplicação do princípio dos trabalhos virtuais, resultam 
as equações de Lagrange
- J?L + du = f ti <z\
dt^dq? dq, dqi~ Fi < A - 6 )
A energia cinética para o aerofólio indicado na Fig. A.3 
é dada por
T = ImA2 + snàh + 1  T 0à 2 (A. 7)
A energia potencial total pode ser escrita como
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U = + ± K aCC2 (A. 8 )
A substituição das Eq. (A.8 ) e (A.7) na Eq. (A.6 ) e a 
aplicação do princípio de Hamilton resulta nas equações do movimento
[2] [3]
mh + Stt& + kjjh = L(t) (A. 9)
la& + Sah + ka a = M  ( t)
onde
Sa = m xa
O momento de inércia da secção transversal é representado 
por Ia. A velocidade crítica de "flutter" é determinada assumindo-se 
um movimento harmônico simples, escrevendo-se [3]
h{ t) = h eiwt, cc(t) = a e iwt
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Um modelo mais elaborado para este problema pode ser visto 
em [91] e alguns critérios práticos usados para a prevenção de 
"flutter" podem ser vistos em [92][3].
Este procedimento também pode ser aplicado para uma asa, 
conforme mostra a Fig. A.4, onde se assume que a estrutura desta 
deforma-se como uma viga de rigidez à flexão EI e à rigidez a torção 
GJ. O centro de torção para aerofólios finos corresponde a 
aproximadamente 35% do comprimento da corda [3]. As secções 
transversais são infinitamente rígidas e o eixo elástico é reto.
Fig. A.4 Modelo aeroelástico de uma asa (simples)
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Após a aplicação do princípio de Hamilton, obtém-se as 
seguintes equações dos movimento [2 ] [3]
m{y)A{y, t) - S  ã{y,t) + [EI-^] =L{y, t)> (A.1 0 )
dy2 dy2
iy{y)&{y,t) - Syh{y,t) - JL[g j S^\ =M(y,t)
c) Modelo de um painel bidimensional
Outro modelo dinâmico importante é o utilizado para 
painéis bidimensionais. Um painel, no contexto deste trabalho, é 
constituído por uma superfície de curvatura moderada conforme 
mostrado na Fig. A.5.
O estudo do escoamento sobre painéis é importante pois os 
experimentos sugerem que um painel, com uma extremidade engastada 
e as outras livres, comporta-se essencialmente como um aerofólio
[8 8 ] [93] [94].
Fig. A.5 Painel bidimensional
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Um painel quando submetido a ura escoamento poderá tornar-
se instável dependendo da velocidade do escoamento. Se um painel 
está simplesmente apoiado ou engastado em ambas as extremidades, 
este pode perder a estabilidade por divergência em escoamentos 
subsônicos e por "flutter" em escoamentos supersônicos. No entanto, 
um painel com uma extremidade engastada e as outras livres perde 
estabilidade por "flutter" em escoamentos subsônicos e por 
divergência em escoamentos supersônicos [8 8 ].
O problema da iteração entre o fluído e a estrutura pode 
ser modelado para o painel da Fig. A.5 como [8 8 ]
1 2 (1 -v2)
O termo D é a rigidez à flexão, h a espessura do painel, 
r a massa específica do material e <p a perturbação da velocidade 
potencial que satisfaz a equação
d 4 <23 + rh&<h + A P  = o










A solução deste sistema de equações, conforme apresentado 
por Kornecki [8 8 ], conduz aos seguintes parâmetros críticos para 
escoamentos incompressíveis:
- painel engastado ( %  = 181)
- painel simplesmente apoiado (A? = 41,8)
onde
X2 = Pv2l3 (A.12)
D
Usando-se a condição para um painel com bordos engastados 
(A? = 181), verifica-se que para
L = lm - comprimento
h = 1 ,5 mm - espessura
p =  1,2339 kg/m3 - massa específica do fluído 
r = 7800 kg/m3 - massa específica do material
E = 2,1 Eli N/m2 - módulo de elasticidade longitudinal 
v = 0,3 - coeficiente de Poisson
e condições normais de temperatura e pressão, a solução diverge para 
velocidades superiores a V = 97,6 m/s, que corresponde a 
aproximadamente 350 Km/h (Mach = 0,282).
Para finalizar, com a finalidade de melhor entender o 
comportamento estrutural esperado, considere o sistema massa-mola- 
amortecedor, conforme mostrado na Fig. A.6 .
A resposta a uma excitação (força) aplicada neste sistema 
é indicada na Fig A. 7, quando não existe amortecimènto ou quando 
da presença do mesmo. O amortecimento estrutural pode ser aproximado 
por [27]








Neste trabalho o amortecimento estrutural foi 
desconsiderado. No entanto, amortecimento numérico existe. Outras 
considerações relativas à estabilidade de sistemas quaisquer podem 
ser vistas em [95].
A.4 Cálculo do carregamento aerodinâmico
A determinação do carregamento aerodinâmico é de grande 
importância num problema aeroelástico. Por isso deve-se usar uma 
metodologia de cálculo aerodinâmico que forneça distribuições de 
pressão e velocidades precisas com a finalidade de calcular os 
coeficientes aerodinâmicos.
O carregamento aerodinâmico sobre uma superfície é dado 
pela combinação da força de atrito e força de pressão. A força 
devido ao atrito aerodinâmico é tangencial à superfície do corpo e 
corresponde à parcela 
- “ Af
onde fj, é a viscosidade cinemática, A a área de contato e n o vetor 
normal à superfície.






n = “i— —
\e ix e j\
Portanto, a força total assume a forma
Estudos envolvendo a utilização da força de atrito não 
serão apresentados neste trabalho por serem necessárias malhas mais 
refinadas para captar os efeitos da camada limite. É bom lembrar que 
para placas planas, a espessura da camada limite laminar é da ordem 
de [97]
onde devem ser feitas no mínimo 10 divisões na malha computacional.
